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Abbildung 1: Zur Definition von 1A

1 Der elektrische Strom

Bisher haben wir stationire Ladungsverteilungen d@) = p.dV betrachtet, die ein E-Feld erzeugen. Jetzt
betrachten wir den umgekehrten Fall: Das E-Feld iibt eine Kraft F = QE auf Ladungen aus. Damit
die Ladungen ihren Bewegungszustand #ndern, d.h. einen Strom bilden, miissen sie (teilweise) frei
sein. Materialien, in denen das der Fall ist bezeichnen wir als Leiter. Freie Ladungstriger (Elektronen,
Tonen) findet man in festen, fliissigen und gasférmigen Leitern:

e Feste Leiter:

— Metalle (Normalleiter: positiver Temperaturkoeflizient des elektrischen Widerstandes, PTC)
Supraleiter
— Halbleiter (negativer Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes, NTC)

— Isolatoren
e Fliissige Leiter:

— Elektrolyte (Tonenleiter)
e Gasformige Leiter:

— Leitung im Vakuum mit freien Ladungstriigern (Elektronen, Ionen)

— Gasentladungen / Plasmen.

Die Bewegung von Ladungstrigern verursacht elektrischen Strom; man definiert den Strom als die
in der Zeiteinheit transportierte elektrische Ladung Q.

dQ
jg—
dt

Die Einheit des elektrischen Stromes im SI-System ist das Ampeére:!
1A =1Cs™"

Zur vorldufigen Definition kénnen wir die Elementarladung e = 1.602-1071? C beniitzen: Der el. Strom
hat die Stromstirke von 1A, wenn pro Sekunde

1
— Elementarladungen/s = 6,24 - 10'® Elektronen/s
€

transportiert werden.

Die SI Definition des Ampére basiert auf der magnetische Kraftwirkung (Abb.1):

Die Stromstéirke I hat den Wert 1A, wenn zwei im Abstand r = 1m parallel angeordnete, geradlinige,
unendlich lange Leiter im Vakuum mit vernachlissigbar kleinem Drahtquerschnitt, die von gleichen

L Andre Marie Ampére (1775-1836) entdeckte, dafl zwischen stromdurchflossenen Leitern Krifte auftreten.
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Abbildung 2: (a) Geladene Teilchen mit der Geschwindigkeit @ treten durch die Fliche A, (b) Zusam-
menhang zwischen Stromstérke I und Ladungsdichte p,;.

zeitlich unversinderlichen Stréomen I durchflossen werden, je 1m Leiterlinge die Kraft F =2.10""N
aufeinander ausiiben. (Siehe Magnetostatik).

Die friiher giiltige Definition bezieht sich auf die elektrolytische Abscheidung im Silber-Voltameter:
1 A ist jene Stromstérke, welche aus einer konzentrierten Silbernitratlésung pro Sekunde 1,118 mg
Silber abscheidet.

Es kommt allerdings darauf an, dal Ladungen eines Vorzeichens bewegt werden, denn die Bewegung
eines Korpers, der ja Ladungen von etwa 10° C/cm? enthiilt, ergibt noch keinen Strom, da hierbei genau
gleichviele positive und negative Ladungen ”flielen”. Wir wollen eine bestimmte Situation geméfl Abb. 2
betrachten, wo Ladungen ¢ mit der Geschwindigkeit ¢’ durch eine Fliche A flielen; dies ergibt den Strom
I durch A:

IA)=q-n-7-A=p, 0.4 (1)

mit n der Ladungstriigerdichte (= Zahl der Ladungen pro m?®) und der Ladungsdichte p,;.

Es wird fiir alle Ladungen gleiche Geschwindigkeit vorausgesetzt, und offensichtlich ist die Richtung,
mit der die Teilchen die Fliche durcheilen, zu beriicksichtigen. Haben wir es aber mit verschiedenen
Ladungstrigerarten (z.B. Elektronen und Ionen, oder Ionen verschiedener Ladung) zu tun, so miissen
fiir den Strom alle Anteile summiert werden:

N
z‘Y :Zgnquvk . (2)
k=1 —.‘
Ik

Die Stromdichte ist der Ausdruck, der mit der Fliche multipliziert den Strom (die Stromstirke)
ergibt. So gelangen wir zu dem auf die jeweilige Fliche bezogenen Strom. Die Stromdichte ist also eine
VektorgroBe, j: [j] = A/m”

N
j= an qr Ux und somit ist T = / j.dA (3)
k=1 4

Betrachten wir einen bestimmten Leiter, so kénnen wir uns vorstellen, dafi die Elektronen die beweg-
ten Ladungen sind. Die Elektronen haben durchaus verschiedene Geschwmdlgkelten und w1r miissen
zur Berechnung der Stromdichte eine mittlere Geschwindigkeit © verwenden: j = ¢ -n - 0. Mit der
Ladungsdichte p,; = n.q ergibt sich die Stromdichte

j = pel'ﬁ

Die beweglichen Ladungen im Leiter sind iiblicherweise Elektronen und entsprechen daher der Ele-
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Abbildung 3: Zur Definition der Stromdichte (a), Stromdichte bei Leitern mit verschiedenen Ladungs-
tréagern (b).

mentarladung —e. Sind Ladungen verschiedenen Vorzeichens vorhanden (Gasentladung), so ist die
Nettoladungsdichte bzw. die Gesamtstromdichte:

pa=pt+p  =nTq"+nTq"  J=ntqtT +nTq 0T

In der Elektrotechnik wird aus historischen Griinden die Richtung des Stomes I definiert als die
Flufrichtung positiver Ladungstréiger (auch wenn sich spéter herausstellte, daf§ in Metallen der Strom
von den Elektronen verursacht wird). Somit gilt also im metallischen Leiter:

-

Je=—€-N¢ Ve . (4)

Meist ist die Geschwindigkeit der Ladungstriger sehr grof, wenn sich diese aber regellos im Raum
bewegen, ergibt dies keinen Strom. Erst wenn diesen nach allen Raumrichtungen gleichverteilten Ge-
schwindigkeiten eine ” Driftgeschwindigkeit” in einer bestimmten Richtung iiberlagert wird, kann eine
Stromdichte im vorher besprochenen Sinne angegeben werden. Der Strom, der aus allen Richtungen
durch eine gedachte Fliche geht, hebt sich fiir alle Flichenorientierung gerade auf (engl.: random
current).

Andert sich die Grofe des Stromes zeitlich nicht, ist dies ein

9j = .
stationdrer Strom: Y — 7 = konst.

ot

1.1 Ladungserhaltung, Kontinuititsgleichung

Der Strom durch eine geschlossene (beliebig geformte) Oberfléiche A kann analog zu Gleichung 2
geschrieben werden:

I(A)—@——fﬂ'-dff (5)

Ta - p
A

Das Minus kommt von der Konvention, dafl der Strom positiv ist, wenn positive Ladung in das Volumen
flieft, das die geschlossene Oberfliche umschlieft. Da per Definition dA nach auBen zeigt, ist das
neg. Vorzeichen notwendig um I und damit die Ladungsénderung im Volumen positiv zu machen.
Umgekehrt: Fliefit ein Nettostrom aus dem Volumen durch die geschlossene Oberfliche ( j und dA sind
parallel), so ist dieser gleich der zeitlichen Abnahme der eingeschlossenen Ladung; sieche Abb. 4. Aus
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Abbildung 4: Zur Illustration der Kontinuitéitsgleichung. (a) Entladung eines Kondensators, wobei der
Strom durch eine geschlossene Fliiche, die eine Platte umgibt, gleich der Anderung der Plattenladung
ist (das Vorzeichen von dQ/dt ergibt sich aus dem Skalarprodukt). (b) der Gesamtstrom durch eine
geschlossene Fliche, die den Kondensator umschliefit, ist bei Auf- oder Entladung Null; in diesem
Volumen ist d@/dt = 0; das Amperemeter mifit den Entladestrom I5. (c) Allgemeiner Fall bei dem die
Fldche A eine Ladung im Volumen V' umschliefit.

dem Gauflschen Satz folgt fiir das obige Integral bei Betrachtung einer geschlossenen Fliiche:

- ]f j-dA :—/divj'-dv
\4

_ dQ_ d _ 8pel
L= _dt/vpd'dv_/v at Vv

Die Kombination beider Gleichungen ergibt die Kontinuitétsgleichung

1

div (7, 1) = — 2a0) i')(; £ (6)

die besagt, dal Ladung weder erzeugt noch vernichtet werden kann, also eine Erhaltungsgrofie ist. Die
negative zeitliche Anderung der Ladung ist gleich der gesamten Stromstirke aus dem
Volumen, das diese geschlossene Oberfliche umgibt.

Bei einer stationdren Stromverteilung mufl aber innerhalb einer derartigen geschlossenen Fliche
auch die gesamte Ladung gleichbleiben, d.h.: 9p/0t = 0 : es darf weder Nettoladung zu-, noch abstromen,
es gilt also:

divj =0 . (7)
Stationére Strome sind quellenfrei

Dies fiihrt fiir einen Leitungsknoten, der wieder mit einer geschlossenen Oberfiche umgeben ist, im
stationéren Fall zum 1. Kirchhoffschen Gesetz (Knotenregel): Die Summe aller in den Knoten
flielenden Strome (m Leiter, zuflieBende und abflieBende mit verschiedenen Vorzeichen!) mufi Null sein.

> I,=0; (8)

Mit Hilfe der Kontinuitéitsgleichung konnen viele Probleme der Elektrizitéit gut behandelt werden,
z.B. der Strom von Elektronen im Hochvakuum bei der Elektronenrshre (Abb.5).Wir haben es hier in



Abbildung 5: Stromdichte in einer Elektronenrshre

vereinfachter Form mit einem eindimensionalen Problem zu tun:

Nne = ne(x)

0= -—MN¢-€

Hier folgt aus der Stationéritét der Stromdichte:

9j(x)

ox
d.h. die Stromdichte ist von x unabhiingig, also iiberall konstant; dieses Ergebnis ist nicht selbstver-
sténdlich! Es sind ndmlich weder die Geschwindigkeit, noch die Dichte der Ladungstriger iiberall gleich.
Wir werden etwas spéter diese Beziehungen bei der Ableitung des Raumladungsgesetzes benstigen. Vor
der Kathode einer solchen Diode ist die Geschwindigkeit kleiner und daher die Raumladung grofier als
in weiterer Entfernung von der Kathode.

divf =0 bzw.

:O,

2 Elektrischer Widerstand und Ohmsches Gesetz
2.1 Driftgeschwindigkeit und Leitfihigkeit

Auch ohne elektrisches Feld bewegen sich die frei beweglichen Ladungstréger in einem Leiter. So ist
z. B. die Geschwindigkeitsverteilung der Ionen in einer leitenden Fliissigkeit durch deren thermisch
bedingte Bewegung bei der Temperatur 7' bestimmt:

8kpT
™

Uin = (|0]) =

Dies gibt fiir Cu™* -Ionen in einer CuSO, Losung bei Raumtemperatur eine mittlere Geschwindigkeit
Ty, = 300 m/s. Die Leitungselektronen in Metallen werden als freies Elektronengas behandelt und
haben auf Grund quantenmechanischer Effekte eine wesentlich hohere Geschwindigkeit (106 - 107 m/s).
Die folgende Ableitung der Driftgeschwindigkeit und der Leitfihigkeit basiert auf einem einfachen Mo-
dell. Eine rigorose Berechnung der Transportkoeffizienten ist nur im Rahmen der Boltzmannschen
Transportgleichung in Kombination mit der Fermistatistik moglich.

Durch Stoe der Ladungstriager mit den Atomen bzw. Molekiilen des Leiters werden die Richtungen
der Geschwindigkeiten statistisch in alle Richtungen verteilt, sodal deren Mittelwert ohne dufleres Feld
Null ist (Abb. 6). Daher ist auch der Mittelwert der Stromdichte Null:

<5’> =ngq () =0

Die mittlere Zeit 7 (StoBzeit) zwischen zwei Stofen ergibt sich aus der mittleren freien Wegliénge A und
der mittleren Geschwindigkeit vy, der Ladungstriger

A

T=—

t

Uth



Abbildung 6: Triagt man die Impulse der Leitungselektronen eines Metalles auf, so bilden die Spit-
zen eine Kugeloberfl dche (die sogenannte Fermikugel) woraus ersichtlich ist, dafl der Mittelwert aller
Elektronenimpulse Null ist (a); schematischer Weg von 2 Elektronen imKristallgitter (b).

Fiir Cu™ -Tonen ist A = 1071 m und 7 = 3.3 x 10713 s, wiihrend fiir Leitungselektronen in Cu (bei
Raumtemperatur) A = 4.1078 m und 7y, = 1,5.10 m/s — 7 = 2,66.10714 s ist.

Unter dem Einflul des elektrischen Feldes erfahren die Ladungstriger mit der Masse m und der
Ladung q eine Kraft F = q.E = m.a und somit eine Beschleunigung a. Dieser Beschleunigung wirkt
in einem Leiter nach einem einfachen Modell von Paul Drude (um 1900) eine Reibungskraft entgegen,
die der hemmenden Wirkung der Stéfie Rechnung triigt. (Die Reibungskraft wird proportional zur
Geschwindigkeit angesetzt). Damit ergibt sich die Bewegungsgleichung fiir einen Ladungstriger mit

einer Driftgeschwindigkeit vp:
dv D m =3
m—— 4+ —ip =qF
dt T P e
Die Driftgeschwindigkeit entspricht einer zusétzlichen mittleren Geschwindigkeit, die durch das E Feld
zwischen den Stoflen verursacht wird. Fiir den hier betrachteten stationéren Fall
op =0 st “dp=qE.
T

Mit diesem Ansatz fiir die Reibung erfahren die Ladungstriger wihrend der mittleren Stofizeit 7 zwi-
schen zwei Stofen die mittlere Zusatzgeschwindigkeit

- N T3
Up = <U - 'Utherm> = %E

die aber wesentlich kleiner als ihre thermische Geschwindigkeit Uyperm ist. (Abb. 7). Ohne duBeres
Feld ist ¥p = 0. Bei Abschalten des Feldes relaxiert ¥ mit der Abklingzeit 7 (die der mittleren Stoflzeit
entspricht) exponentiell gegen #;,. Daher hat 7 die Bedeutung einer Relazationszeit (kommt von der
Boltzmannschen Transporttheorie). Die Richtung der Geschwindigkeit ¥ wird nach jedem Stof} gesindert
und fiir vp << vy, sind alle Richtungen nach dem Stofl gleich wahrscheinlich. Die Bevorzugung der
Feldrichtung kommt erst zwischen zwei Stofen, d.h. wihrend der Relaxationszeit 7, zum Tragen. Durch
den Stof} vergifit ein Ladungstriiger diese Vorzugsrichtung.

Die Driftgeschwindigkeit fithrt bei positiven Ladungstriigern zu einer positiven Stromdichte ; =
nqUp = p,; Up. Damit ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen Stromdichte und elektrischem
Feld:

2

j = nqﬁD:nq TE:UelE (9)
m
j=0aE  Ohmsches Gesetz (10)

Dabei ist o.; die elektrische Leitfihigkeit, die eine temperatur- und materialabhéngige Grofle ist:

nq*t 1

Oel = =
m Pel



Abbildung 7: Schematischer Weg eines Elektrons, der hauptséchlich durch Stofle und nur geringfiigig
durch das Feld veréndert wird.

Die Dimension von o = m / ’E ist:
A
ol=1—=0"1.m™!,
o] =15
Einheit ... Q" 'm~! = ”Siemens”-m~!. Aus der skalaren Leitfihigkeit wird in anisotropen Festkérpern

ein richtungsabhingiger Leitfdhigkeitstensor mit 9 Komponenten o,,...0,,. Je kleiner die Reibung,
umso kleiner der Widerstand, bzw. umso grofler die Leitfahigkeit; d.h. umso grofler wird die mittlere
Zeit zwischen zwei Stoflen.

2.1.1 Das Konzept der Beweglichkeit bei der Stromleitung:

Da die Geschwindigkeit vp der Driftbewegung der Elektronen von der Feldstéirke E abhéngt, wird gerne
der Begriff der Beweglichkeit 1 (engl.: mobility) verwendet:

N qT = o m
p=—E=pE [u=13
Up  qT o

E m - ng
Die Beweglichkeit gibt die Driftgeschwindigkeit vp verschiedener Ladungstriger bei einer Feldstdrke
E=1V/m in m/s an.

Es mufl nochmals daran erinnert werden, dafl obige Annahmen nur fiir den Fall kleiner Feldstérken
Giiltigkeit haben. In diesem Fall sind die durch die Feldstéirke verursachten ” Driftgeschwindigkeiten”
der Ladungstriiger viel kleiner als ihre mittleren Geschwindigkeiten. Auf Grund dieser Geschwindig-
keitsverteilung wird es auch vorkommen, dal ohne Vorhandensein einer Feldstirke Strome festgestellt
werden, welche entsprechend der Geschwindigkeitsverteilung ihrer Richtung und Grofle nach variieren
bzw. fluktuieren. Diese Fluktuationen sind meibar und geben in allen elektrischen Kreisen, vornehm-
lich bei der Messung kleiner Stréme, Anlaf§ zu Storungen, dem sog. ”Rauschen”.

Wird die Feldstéirke grofer, so ist das einfache Modell nicht mehr anwendbar; dann sind zusétzliche
Prozesse zu berticksichtigen, und die Proportionalitéit zwischen Feldstirke und Teilchengeschwindigkeit
ist nicht mehr gegeben.

Beispiele:

1) In Cu ist 0y = 6. 10" A/Vm, n = 8,4 .10®® m™2, und ¢ = —e = 1,6.107° C. Damit ist

die Beweglichkeit p = 0.0043\1;1/;1. Bei einer Feldstirke von 0.1V/m ist die Stromdichte j = 6.10°

10



A/m?, somit flieBt durch einen Cu-Leiter mit 1cm? Querschnitt ein Strom von 600A. Die Elektronen
haben dabei eine Driftgeschwindigkeit von nur 0,4 mm/s, wiherend vy, = 1,6.10 m/s ist (0.5% der
Lichtgeschwindigkeit). — vp <<< Ty

2)In einem elektrolytischen Leiter ist die mittlere thermische Geschwindigkeit etwa 1000m/s; bei
einer Tonendichte von 10%¢ m™3 und einer Stromdichte j = 10*A/m? ist vp = j/(n.e) = 0,6 mm/s.
Auch hier ist vp << Ty,. Damit ergibt sich eine Beweglichkeit von 6.107® m?/Vs und eine um etwa
acht Grofenordung kleinere Leitfihigkeit oo = pne ~ 1A/Vm als in Cu.

Es zeigt sich, dafl die elektrische Leitffahigkeit proportional zur Wdarmeleitfahigkeit X ist - Wiedemann-
Franzsches Gesetz- das fiir viele Metalle eine gute Néherung ist:

A kg
Z —a.T mit a=3C£>. (12)
Oel e

Dies zeigt, dal in Metallen die Leitungselektronen sowohl zur elektrischen als auch zur Wirmeleitung
beitragen und Metalle zu guten Wérmeleitern machen.

2.2 Das Ohmsche Gesetz
Der lineare Zusammenhang von Stromdichte und Feldstéirke ist das Ohmsche Gesetz
j=oE

Bei homogenen Leitern mit dem Querschnitt A und der Lénge L erhalten wir durch Integration I =
Jj.dAund U = [ E.dL das Ohmsche Gesetz in integraler Form

cA U U \%

Der elektrische Widerstand R eines Leiters hingt von der Leitfihigkeit o und der Geometrie ab. Das
Ohmsche Gesetz verkniipft den Strom, der durch einen (idealisiert gedachten) Leiter bei Anlegen einer
bestimmten Potentialdifferenz U auftritt, mit dieser. Der Proportionalititsfaktor, der bei " Ohmschen”
Leitern von der Potentialdifferenz unabhiingig konstant ist, wird elektrischer Widerstand genannt:
Der spezifische Widerstand p, = 1/0¢; eines Leiters ist auf die Liangen- und Querschnittseinheit

bezogen und ist eine materialspezifische von der Geometrie des Leites unabhéngige Grofe
A Qm?

ps:R'f [p] m

(L ... Lange des Leiters; A... Querschnittsfléiche).

Der spezifische Widerstand p, = R.A/L in Qm gibt den Widerstand eines Materials mit einer
Wiirfelkantenlinge von 1m an. Haufig wird p, in 107Qm angegeben, dies entspricht dem Widerstand
eines Drahtes mit 1mm? Querschnitt und einer Linge von 1m (1uQm = 1Qmm?/m).

Einen Leiter bezeichnet man als ”Ohmschen Leiter”, wenn die die Strom- Spannungskennlinie linear
ist; d.h. wenn p, unabhingig von I und U ist. Der Strom I und der Spannungsabfall U = R.I entlang
des Leiters sind einander proportional.

Man beachte:

Entlang eines Leiters, der von I durchflossen wird, tritt ein Spannungsabfall (Potentialgefiille) auf
(sieche Abb.8):

=Qm (13)

Ulz) = ¢, — ¢(z) = RI+

Der Leiter ist nicht mehr auf konstantem Potential wie in der Elektrostatik; seine Oberfléiche ist nicht
mehr Aquipotentialfléiche.

Der elektrische Widerstand ist auch fiir Leiter mit komplizierter Geometrie definiert als R = U/I,
wobei die Spannung an den stromfiihrenden Elektroden und der Gesamtstrom gemessen werden. R
kann nicht immer aus p, und der Leitergeometrie berechnet werden, sondern man ist bei komplizierter
Geometrie auf Messungen angewiesen.

Nicht alle Leiter gehorchen dem Ohmschen Gesetz. Bei hoheren Feldstirken ist p nicht mehr un-
abhiingig von E. Beim Ohmschen Widerstand ist die Strom-Spannungs-Kennlinie linear; treten Abwei-
chungen auf, so ist die Stromstérke nicht mehr proportional zur angelegten Spannung. Derartige Effekte
finden wir sehr héiufig, und sie spielen auch eine grofie Rolle, z.B. bei Gasentladungen, Halbleitern etc.
(s. spéter !).
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Abbildung 8: Entlang eines stromdurchflossenen Leiters ist das Potential nicht konstant
—Spannungsteiler.

2.3 Beispiele fiir Anwendungen des Ohmschen Gesetzes
2.3.1 Kontinuierlicher Spannungsteiler

Man kann den gleichméfliigen Spannungsabfall eines stromdurchflossenen Leiters ausniitzen, um bei
fester Quellenspannung Uy eine variable Spannung U < Uy zu erzeugen (Abb. 8). Durch den variablen
Spannungsabgriff am Leiter erhélt man die variablen Spannungen

r— L
L

Ul(x):%Uo baw. Us(z) = Uo

2.3.2 Aufladung eines Kondensators

FEin Kondensator mit der Kapazitit C' wird durch eine Spannungsquelle Uy iiber einen Widerstand R
aufgeladen (Abb. 9). Zur Zeit t = 0 wird der Schalter S; geschlossen. Die Spannung am Kondensator
ist U(t =0) = U(0) = 0. Fiir den Ladestrom gilt:

Durch Differentiation ergibt sich mit I(¢) = dQ/dt

dI 1 )y 1
i~ ro' T T R

Losung der Differentialgleichung fiir den zeitlich variablen Strom durch Integration mit der Anfangsbe-
dingung 1(0) = I :

t
InI(t) = “Re + konst. — Inl(0) = konst.

_ It
Inl(t) —Inly =In .~ RO

I(t) = I e /(BC)

Fiir die Spannung am Kondensator erhilt man aus I(t).R = Uy — U(t)

U(t) = Up(1 — e ¥/ O

12



Abbildung 10: Strom- und Spannungsverlauf bei der Kondensatorentladung

Kondensatorentladung Liegt am Kondensator bei ¢t = 0 die Spannung Uy und wird der Schalter
S bei offenem Schalter S; geschlossen (Abb. 10), so fliet durch den Entladewiderstand R der Strom

dQ _ U _ U

I(t) = = —_— = —
(*) dt dt Rs
@ = — — Integration

U~ R,C &

Ut) = Upe /(F20) ynd I(t) = Y e t/(F20) — [ o= t/(R20)
2

Die Zeitkonstante 7 = RC' definiert die Zeit, nach der der Entladungsstrom auf den e-ten Teil (0,367

~ 37%) abgefallen ist. Wir sehen die Dimension von 7 durch die Betrachtung im SI-System:
1V 1V-1s 1C
1 Q = — = 1 F = —
1A 1C 7 1V’
In elektrischen Stromkreisen treten stets Entladungen der Kapazitéiten durch Ohm’sche Widerstéande
(und seien diese auch sehr grof}, z.B. Isolationswiderstdnde) auf. Die Zeitkonstanten ergeben sich aus
den obigen Uberlegungen. Umgekehrt machen sich bei sehr schnell wechselnden elektrischen Vorgingen
auch bei rein Ohmschen Widerstandskombinationen die ungewollten Kapazititen bemerkbar und fithren

zu unerwiinschten Relaxationserscheinungen.

1Q-1F=1s.
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Abbildung 11: Unterschiedliche Joulsche Warmeleistung in Cu und Fe (unabhiéingig von dem spiter
behandelten Peltier-Effekt).

2.4 Stromleistung und Joulesche Wirme

Nach dem Modell fiir den Ohmschen Widerstand haben wir gesehen, dafl sich den beweglichen La-
dungstrigern Widersténde in den Weg stellen. Um die Ladung ¢ vom Ort mit dem Potential ¢; zu
einem Punkt mit dem Potential ¢, zu bringen, wird die Arbeit W aufgewendet bzw. gewonnen:

W =q(¢; — ¢o) = qU

Bei zeitlich konstanter Spannung U liefert eine Ladungsmenge @, die pro Sekunde durch den Leiter
flieit, die elektrische Leistung P :

dW dQ 9 U?
dt v dt v R R

Einheit von P im SI-System: 1 W =1 V-1 A (Watt).
Die vom Strom wiihrend der Zeit At = to — t1 geleistete Arbeit ist

to
W= UIdt=UIAt,

t1

falls U und I zeitlich konstant sind. Diese elektrische Energie wird durch die der Kraft qE entgegen-
gesetzte gleich grofle Reibungskraft F 'r = —kr Up in Wirme umgewandelt. Die sogenannte Joulesche
Wiirme betréigt: Pt = I2 Rt.

Bei konstantem Strom (Stromquelle) wird - wegen P = I?R - an den Stellen des Leitungsnetzwerkes
mit grofitem R die grofite Leistung verbraucht (siehe Abb. 11), withrend bei konstanter Spannung
(Spannungsquelle) wegen P = U?/R die Leistung mit sinkendem Widerstand ansteigt!

3 Kirchhoffsche Regeln, Elektrische Stromkreise

In elektrischen Schaltungen hat man ein Netzwerk von vielen Leitern, die in sogenannten Knoten
zusammenlaufen und Maschen bilden. Zur Berechnung der einzelnen Leiterstréme, Spannungen und
des Gesamtwiderstandes sind folgende Regeln niitzlich:

Um eine Netzmasche aufzulésen, verwenden wir folgende Zusammenhinge:

1. Das Ohm’sche Gesetz R.I = U
2. Das 1. Kirchhoffsche Gesetz, > I = 0 fiir jeden Stromknoten (Knotenregel);
3. Das 2. Kirchhoffsche Gesetz, > U = 0 fiir jede Netzmasche (Maschenregel).

Gibt es Spannungsquellen Uy innerhalb der Maschen, gilt das 2. Kirchhoffsche Gesetz in folgender
Form:

14
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Abbildung 12: Knotenregel (a), Maschenregel (b).

> Ur=) LR, (14)
k i

Summe der eingespeisten Spannungen = Summe der Spannungsabfille.
Die Kirchhoffschen Gesetze basieren auf zwei fundamentalen Aussagen der Elektrostatik bzw. {iber
stationdre Strome und gelten auch nur unter diesen Vorraussetzungen

?{ Eds = 0 Wirbelfreiheit des Feldes

% j.dA

Das 1. Kirchhoffsche Gesetz folgt direkt aus der Kontinuitéitsgleichung, da in einem Knoten P
(Abb. 12), in dem sich mehrere Leiter verzweigen, weder Ladung erzeugt noch vernichtet werden kann.
Da fiir stationéire Stréme divj = 0 gilt:

dz’uj.dvzjz{ F.dA=N"1,=0
/v A(V) ;

Die Summe der einlaufenden Stréme muf} gleich der Summe der auslaufenden Stréme sein.

Das 2.Kirchhoffsche Gesetz ist eine Folge des konservativen elektrischen Feldes: Das Linieninte-
gral iiber einen geschlossenen Weg C' (Netzmasche) verschwindet ffc E .d5 = 0. Daher mu die Summe
aller Potentialdifferenzen oder Spannungen im elektrischen Kreis (Netzmasche) gleich Null sein. Gibt
es Spannungsquellen innerhalb der Maschen, dann ist die Summe der eingespeisten Spannungen Uy
gleich der Summe der Spannungsabfiille:

0  Quellenfreiheit des stationdren Stromes

> Up=> IL.Ri
k i

Fiir Abb. 12b gilt bei einem Umlauf im Uhrzeigersinn (Eingespeiste Spannungen zihlen positiv, wenn
sie Strom in positiver Richtung (von + nach -) hervorrufen):

Up—Us; —U3s+Us=1.Ri +1.Rs+1.R3
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Abbildung 13: Serienschaltung (a) und Parallelschaltung von Widersténden

3.1 Reihen- und Parallelschaltung von Widerstinden
Der Strom [ flieit durch mehrere Widerstéinde Ry (Abb.13a), daher ist

UO:;Uk :;I.Rk:I.Rges — Ryes :;Rk

Bei der Serienschaltung addieren sich die Einzelwiderstinde.

Bei Parallelschaltung von Widerstéinden liegt dieselbe Spannung Uy (zwischen den Punkten A und
B in Abb. 13b) an den parallelgeschalteten Widerstinden, daher ist:

U() UO UO
Rges rhb Rl * RZ
1 1 1 1 1
= — 4+ — allgemein: = —
Rges Rl R2 & Rges ; Rk

Bei Parallelschaltung addieren sich die Leitwerte; der Gesamtwiderstand R = %%1% ist kleiner als der
kleinste Wert der Einzelwidersténde.

3.2 Spannungsteiler
Aus den Kirchhoffschen Regeln ergeben sich die Beziehungen (Abb.14a)

Iy, = Igp+1y
Uy = IgyRr+ IrR
IrRR—IyRy = 0

Wenn Iy — 0 hat man einen unbelasteten Spannungsteiler (Iy = Ig):

R
_RT+R

U

Sonst mifit man mit dem Voltmeter eine kleinere Spannung U — Iy Ry, wobei Ry der Innenwiderstand
des Voltmeters ist. = Voltmeter sollten moglich hochohmig sein!

3.3 Wheatstonesche Briickenschaltung

Zur genauen Bestimmung von Widerstinden wird die Briickenschaltung Abb. 14b verwendet: Ry,
R>, R3 sind bekannte Widerstinde, R, ist unbekannt. Zwischen den Punkten A und B wird die
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Abbildung 14: Spannungsteiler (a), Wheatstonesche Briickenschaltung (b).

Spannung Uy eingespeist und der Schleifer D solange verschoben, bis kein Strom durch das Amperemeter
fliefit (Nulldetektor). Die Punkte C und D haben dann gleiches Potential. Fiir die Spannung Uy
zwischen C und B bzw. Uy zwischen D und B gilt dann U; = Us. Jeder Zweig kann als Spannungteiler
aufgefafit werden:
Ul . RT
Uo Ri+R,

U R
Uo  Ra+Rs
R1R3
Ry
Da der Nullabgleich sehr empfindlich ist, werden Briickenschaltungen auch zur Bestimmung von In-

duktivititen und Kapazititen verwendet — Wechselstrombriicken.
Allgemein kann obige Beziechung mit Knoten- und Maschenregel abgeleitet werden:

und

U1 :UQ —>RI.R2:R3R1 —>Rm:

Iac = Iop+Ics
Iep+1Iap = IpB
IacRi+IcpRr+IpaR; = 0
IpcRr+1IcpRy +IppRs = 0
Fir Icp = 0 gilt: Tac =Icp, Iap =Ipp=—Ipp

IcpR1 = —IppRa

R, Rs

IopR, = —IppRy = == _18

cB Bp I3 R~ R

4 Elektrischer Strom im Festkorper

4.1 Temperaturabhingigkeit des elektrischen Widerstandes

Lange bevor eine genauere Theorie des Festkorpers vorlag, hatte Paul Drude um 1900 das oben er-
wiahnte Modell fiir die metallische Leitfdhigkeit durch die Annahme eines idealen Elektronengases in
Metallen entwickelt. Die quantenmechanische Behandlung dieses Problems liefert formal die gleichen
Beziehungen fiir die Beweglichkeit und die Leitfihigkeit o = (e?n 7)/m wie das Drude Modell, nur wird
die Masse der Elektronen durch eine effektive Masse eresetzt und die Relaxationszeit hat nur Bedeutung
fiir Elektronen an der Femienergie.

Wenn Elektronen mit den schwingenden Gitteratomen des Kristalles zusammenstofien, nimmt nicht
ein einzelnes Atom den Impuls und die Stoflenergie auf, sondern das gesamte Kristallgitter, da jedes
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Abbildung 15: Schematische Darstellung eines Metalles mit magnetischen Atomen A, Verunreigungs-
atomen B, Leitungselektronen und Gitterschwingungen.

Atom durch elastische Krifte an seine Nachbaratome gebunden ist (siche Abb. 15). Durch die thermi-
sche Energie werden im Kristall Gitterschwingungen angeregt, die stehende Wellen bilden und Phononen
genannt werden. Die Streuung der Elektronen an diesen Phononen verursacht vorwiegend den tempe-
raturabhéingigen Widerstand pp; der Metalle. Bei tiefen Temperaturen sind diese Gitterschwingungen
eingefroren und Stofe treten nur mehr an Kristalldefekten und Fremdatomen auf. Dieser Beitrag zum
Widerstand ist temperaturunabhéngig und wird als spezifischer Restwiderstand p,, bezeichnet, da dies
der Anteil ist, der bis zu tieftsten Temperaturen als Rest iiberbleibt. Abgesehen von der Streuung der
Elektronen an Atomen mit magnetischem Moment (wie die Atome A in Abb. 15) und der Elektron-
Elektron-Streuung, wird die freie Wegléinge A und damit die elektrische Leitfihigkeit o = 1/p, umso
grofer, je reiner das Metall ist.

Der spezifische elektrische Widerstand eines Metalles setzt sich somit aus den Einzelbeitrigen zu-
sammen:

Ps :p0+pPh+pe +pm

Dabei liefert die Elektron-Elektron-Streuung p, eine quadratische Temperaturabhingigkeit bei tiefen
Temperaturen ( T' < 40K), und der magnetische Beitrag p,, steigt von tiefen Temperaturen bis zur
Ordnungstemperatur (Curietemperatur T¢) an und ist oberhalb To temperaturunabhéngig. Die Tem-
peraturabhingigkeit des Widerstandes einfacher Metalle (z.B. Na, Al) wird von pp;, (T) dominiert, der
bei tiefen Temperaturen proportinal T ist und mit steigender Temperatur proportional zu T wird. Mit
zunehmender Temperatur steigt die mittlere thermische Geschwindigkeit der Elektronen. Auflerdem
wird ihre freie Wegliange kiirzer, da mehr Gitterschwingungen thermisch angeregt werden, wodurch
die Zahl der Stofle steigt. Beide Effekte erhohen den spezifischen Widerstand. Diese Temperatur-
abhingigkeit ist fiir einfache Metalle gut erfiillt, siche Abb. 17a, wo der reduzierte Widerstand als
Funktion der reduzierten Temperatur T/© aufgetragen ist. Die Debye-Temperatur © ist ein Maf} fiir
die ”Federkrifte” zwischen den Atomen und somit ein Maf fiir die Stdrke der Gitterschwingungen
bei einer bestimmten Temperatur 7. Allgemein 1:#8t sich der spezifische Widerstand in einem weiten
Temperaturbereich (70 K < T' < 500K) fiir viele Metalle vereinfacht mit

ps = po(1+aT + 5T?) (15)

beschreiben. Der Temperaturkoeffizient v gibt die Anderung des spezifischen elektrischen Widerstandes
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Abbildung 16: Temperaturabhéingigkeit des normierten spezifischen Widerstandes einiger Metalle (a),
Widerstand von Natrium bei tiefen Temperaturen fiir verschiedene Reinheitsgrade (b).

mit der Temperatur (Einheit: K—1) an. Dabei ist oT der dominante Term (fiir T > 50 K), wihrend 3T
wesentlich kleiner als « ist. In der Tabelle sind p, und « fiir einige Metalle angegeben (100K < T' <
500 K).

Metall 00/1078Qm | a/KT
Silber 0,015 4.1073
Kupfer 0,016 41073
Aluminium 0,026 47.10°3
Konstantan N10A4CU.OA5ZHO,1 0,5 < 10_4
Eisen 0,087 6,6.1073
Mangan 7,1 0,17.1073
Wolfram 0,05 4,8.1073

Die Abhingigkeit von der Temperatur ist fiir unterschiedliche Metalle sehr verschieden. Einzelne
Legierungen zeichnen sich durch einen besonders kleinen Temperaturkoeffizienten aus, z.B. Konstan-
tan.Die Temperaturabhingigkeit des elektrischen Widerstandes wird zur Temperaturmessung ange-
wandt; z.B. Platinthermometer. Abb. 16 zeigt die Anderung des elektrischen Widerstandes verschie-
dener Leiter mit der Temperatur.

Aus Abb. 17 kénnen wir iiberdies sehen, daf fiir gewisse Metalle (z.B. reines Hg) bei tiefen Tempe-
raturen der Widerstand sprunghaft verschwindet; es ist dies der bekannte und spéter zu behandelnde
Effekt der Supraleitung.Die zeitliche Entwicklung der Sprungtemperaturen und einige Widerstands-
kurven von Hochtemperatursupraleitern, sowie deren Sprungtemperaturen sind in Abb.18 dargestellt
und in Tabelle 19 zusammengefaft.

4.2 Elektrizititsleitung in Metallen

Das Leitfahigkeitsmodell nach Drude basiert auf der Annahme des freien Elektronengases, in dem
sich freie Elektronen durch das Kristallgitter bewegen. Jedes Atom des Metalls steuert ein oder zwei
Leitungselektronen zum ”FElektronengas” bei. Die Dichte dieses Elektronengases ist demnach etwa
gleich der Dichte der Atome im Festkorper (rund 1028 m~3).

Wenden wir unser Modell weiter an, so sehen wir (wir betrachten nun nur mehr Elektronen als La-
dungstriiger), daf die Zeiten 7, nach denen die Information {iber den urspriinglichen Bewegungszustand
der Elektronen verloren gegangen ist, aus der Leitfihigkeit und der Elektronenmasse berechnet werden
konnen: Fiir Natrium, welches eine Elektronendichte von etwa 2.5- 1022 m~3 und eine Leitfahigkeit von
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Abbildung 17: Der normierte Widerstand (normiert auf den Widerstand bei der Debye-Temperatur
0) als Funktion der reduzierten Temperatur 7/ von verschiedenen einfache Metalle skaliert (a), ver-

schiedene Supraleiter (b).
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Abbildung 18: Zeitliche Entwicklung der supraleitenden Sprungtemperaturen (a), Widerstandskurven

von Hochtemperatursupraleitern (b).
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Abbildung 19: Zusammensetzung und Sprungtemperaturen von Hochtemperatursupraleiter

etwa 2.2 - 107 (2 -m)~! hat, ergibt sich demnach:

o Me 2.2.107.9.1073!

- —14
ne? o5 10%.03. 10 o 0T

T =

Aus der Thermodynamik kann man sehen, dafl Elektronen bei Zimmertemperatur Energien haben
miissen, welche Geschwindigkeiten von 10° m-s~! entsprechen; es zeigt sich, daf diese Elektronen also
nach unserem Modell wiihrend der Stofizeit 7 etwa 3 nm weit fliegen, bis sie den néchsten Stof} erleiden.
Dies sind ca. 10 Gitterabstéinde, und es erscheint seltsam, dafl Elektronen so weit fliegen konnen, ohne
zu stoffen. Man gelangt also zu einer Frage, die mit den klassischen Theorien nicht gelost werden
konnte; es ist dieser Sachverhalt nur mit der Wellennatur der Elektronen befriedigend aufzukliren. =
Quantenphysik.

Das Ohmsche Verhalten der Metalle ist bis zu sehr hohen Stromdichten nachweisbar. Aus der heute
giiltigen Theorie kann vorhergesagt werden, daf etwa 1% Abweichung vom Ohmschen Verhalten erst
bei Stromdichten in der Grofienordnung von 10'3 A - m~—2 zu erwarten ist.

4.3 Bindermodell der elektrischen Leitung

Wir miissen nun fiir das Weitere ein vereinfachtes Modell eines Leiters oder allgemeiner eines Festkorpers
entwickeln, das bereits auf quantenmechanischen Grundlagen beruht. Obwohl die dazu erforderlichen
Kenntnisse erst spiiter zur Verfiigung stehen werden, ist es schon hier erforderlich, einiges davon vorweg-
zunehmen, damit die erlduterten Effekte bei Festkorpern nicht nur rein phédnomenologisch behandelt
werden konnen.

Wenn wir ein einzelnes Atom vor uns haben, so kénnen wir uns vorstellen, dafl die Elektronen der
Atombhiille verschiedene potentielle Energien haben, d.h., es wird fiir verschiedene Elektronen unter-
schiedliche Energie aufgebracht werden miissen, um sie aus dem Atom abzulésen. Wir kénnen fiir ein
einzelnes Atom die Energie der einzelnen Elektronen in einem ” Niveauschema” (Abb. 20) verdeutlichen.
Die potentielle Energie eines Teilchens in einem System ist jene Energie, die der Arbeit entspricht, um
das Teilchen aus dem Unendlichen an seinen jeweiligen Ort im Atom zu bringen. Demnach ist also
die potentielle Energie der Elektronen im Atom negativ und die Energieterme der inneren Elektronen
werden (aufgrund geringerer potentieller Energie) tiefer gezeichnet als die dufleren Elektronen. Bei dem
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Abbildung 20: Energieniveaus im Atom (a), Aufspaltung der Energieniveaus bei Annidherung der Atome
im Kristall (b); r9 Gleichgewichtsabstand.

Niveauschema wird der Enegienullpunkt in den tiefsten Zustand (Grundzustand) gelegt. Dabei gelten
verschiedene Regeln fiir die Struktur dieser Energieterme; fiir uns ist hier nur das Pauliprinzip we-
sentlich, welches besagt, dafl zwei identische Elektronen in einem System, wie es unser Atom darstellt,
nicht dieselbe Energie haben konnen, was gleichbedeutend damit ist, dafl jedem Elektron der Atombhiille
ein eigenes diskretes Energieniveau zukommt. Um ein Elektron in einen anderen Energiezustand zu
versetzen, muf} es also - anschaulich - von einem Energieniveau auf ein anderes gehoben werden, was
Zufuhr von Energie erfordert.

Wenn nun mehrere Atome zu einem Molekiil, bzw. Festkorper zusammentreten, ergibt sich aus dem
Pauliprinzip, das nun auf alle Elektronen des Festkorpers anzuwenden ist, dafl allen Elektronen dieses
Molekiils bzw. des Festkorpers eigene Niveaus zukommen. Da die Molekiilbindung durch die duflersten
Elektronen bewirkt wird, spalten deren Niveaus stirker auf als die Niveaus der inneren Elektronen,
oder anders gesagt: Die Energielagen der inneren Elektronen #ndern sich kaum und behalten praktisch
die Werte wie beim Einzelatom; sie werden nur leicht gegeneinander verschoben. Demgegeniiber wer-
den die Energielagen der dufleren Elektronen stark aufgefiichert. Auflerdem kann man nur mehr jene
Elektronen, welche nicht die Bindung bewirken, eindeutig ihrem ’Stammatom’ zuordnen, wihrend die
Bindungselektronen dem gesamten Molekiil, bzw. Festkorper zugeordnet werden.

Treten nun sehr viele gleiche Atome oder Molekiile zu einem Kristallverband zusammen, so gilt
das Pauliprinzip nun fiir die Elektronen des ganzen Kristalls: Die jeweils entsprechenden Elektronen
aller Atome haben leicht unterschiedliche Energieniveaus, was man durch sog. Energiebinder ver-
anschaulichen kann, d.h. ein Energieband enthilt die Energieniveaus aller aufgeficherten Zustinde
“gleich berechtigter” Elektronen. Da wiederum die Auflenelektronen, welche fiir die Kristallbildung
verantwortlich sind, die am meisten aufgespalteten Energiezustéinde haben, ergeben sich fiir diese die
breitesten Energiebédnder. Die Energiezusténde der inneren Elektronen liegen in sehr schmalen Ener-
giebidndern und sind daher praktisch ”scharf”; sie konnen wiederum ihrem jeweiligen Atom eindeutig
zugeordnet werden, withrend die dufleren Elektronen dem ganzen Kristall zukommen.

Wir konnen nun diesen Sachverhalt fiir einen Kristall veranschaulichen (siehe Abb.21), indem wir
die anziehende Wirkung der positiven Atomkerne auf die Elektronen der Hiille durch Potentialmulden
darstellen, in denen die Elektronen gefangen sind - sie kénnen nur durch Zufiihrung von Energie aus
ihrer jeweiligen Potentialmulde herausgehoben werden; die duflersten Elektronen liegen aber nicht mehr
in den Potentialmulden, sondern konnen sich frei durch den ganzen Kristall bewegen. So bewirkt der
Mechanismus der Kristallbindung, daf3 die einzelnen Elektronen in den obersten Béandern nicht mehr
an die einzelnen Atome, sondern an den Kristall als Ganzes gebunden sind. Um Elektronen aus diesen
obersten Béndern aus dem Kristall zu entfernen, mufl ihnen Energie zugefiihrt werden. Man nennt die
dazu erforderliche Energie Austrittsarbeit, und ihre Grofie ist fiir den jeweiligen Kristall und seine
Oberflichenbeschaffenheit charakteristisch. Je nach Art des Kristalls, ob er ein Leiter, Halbleiter oder
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Abbildung 21: Schematisches Béndermodell eines Metalles, FpBindungsenergie, die Femienergie Ep
gibt die hochsten besetzen Energiezustide der Elektronen an.

Isolator ist, sind die Energiebénder mit Elektronen ganz, teilweise oder gar nicht besetzt; wir wollen
die wesentlichen Fiille an Hand von Abb. 22 besprechen. (Die Energiebéinder charakterisieren nicht nur
tatséichlich besetzte, sondern auch mogliche Energiezustéinde).

Ganz links sehen wir das typische Schema eines Einelektronenmetalls, d.i. ein Metall, bei dem die
Atome in ihrer duflersten Schale nur ein Elektron haben (Alkalimetalle). Das oberste voll besetzte
Energieband eines Kristalles enthélt entsprechend unserer fritheren Erkléirung die Energiezustinde der
Valenzelektronen und heifit demnach Valenzband. Das hochste teilweise besetze Band heifit Leitfa-
higkeitsband, weil es jene Elektronen enthélt, die sich frei durch den ganzen Kristall bewegen und
am wenigsten durch die Atomriimpfe des Kristalls gehindert werden. Die Fermienergie Er ist jene
obere Grenze, bis zu der die elektronischen Energiezustinde mit Elektronen besetzt sind. Elektronen,
welche durch Verschiebung iiber den Kristall zur Leitung beitragen, miissen sich demnach in Ener-
giezustéinden im Leitfdhigkeitsband befinden. Das Leitungsband darf nicht voll besetzt sein, da sonst
keine anderen Energiezustéinde fiir die Elektronen mehr moglich wéren; Leitungselektronen miissen
aber aus dem elektrischen Feld Energie aufnehmen ktnnen, um im Kristall beweglich zu sein. Im
Fall des Einelektronenmetalls ist es aber so, dafl das oberste besetzte Band nur halb voll ist (wegen
der zwei Spineinstellungen), womit Leitung moglich ist. Daneben sehen wir das Bénderschema des
Zweielektronenmetalls; hier ist das Valenzband zwar gefiillt, aber es iiberlappt teilweise mit dem Leit-
fihigkeitsband. Die Elektronen kénnen auch hier zur Leitung beitragen und derartige Metalle sind
ebenfalls gute Leiter. Daneben sehen wir einen Kristall, bei dem das Valenzband voll besetzt und das
Leitfahigkeitsband vollkommen leer sind; beide Bénder sind voneinander durch eine Zone, in der keine
Elektronenenergiezustinde moglich sind (Energieliicke; engl.: gap) getrennt; hier ist keine Leitung mog-
lich. Je nachdem, ob die Energieliicke schmal oder breit ist, spricht man von einem Eigenhalbleiter
oder einem Isolator. Wir werden spéter diese Energiebandstruktur noch ausfiihrlich diskutieren.

4.3.1 Austrittsarbeit, Kontakt- oder Beriihrungsspannung

Wir haben in unserem Kristallenergieniveauschema von Abb. 21 die Austrittsarbeit dadurch gekenn-
zeichnet, dafl der Potentialberg, welcher die Austrittsarbeit charakterisiert, viel hoher ist als die Po-
tentialberge zwischen den Potentialmulden der einzelnen Atome. Bei Metallen kann man dieses Modell
sehr vereinfacht als sog. Potentialtopf-Modell (Abb. 23) darstellen, indem man sich die Leitungselek-
tronen im Leitfihigkeitsband in einem einzigen Topf eingeschlossen denkt. Bei Metallen sind die Leitf-
higkeitsbéinder bis zu einem Energieniveau besetzt, welches Fermi-Energie oder Fermi-Grenze (die
Fermi-Statistik beschreibt die Energieverteilung der Leitungslektronen im Kristall) genannt wird; aus
diesem Grund spricht man auch von einem Fermi-See von Elektronen im Potentialtopf. Entsprechend
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Abbildung 22: Schematische Darstellung eines halbbesetzen Bandes (Metall a), Valenzband (VB) und
Leitungsband (LB) iiberlappen und sind mit Elektronen bis zur Femienergie Er besetzt (Metall b),
zwischen dem VB und LB sind keine Elektronenzustéinde erlaubt, abhiingig von der Griéfle des Gaps
—Figenhalbleiter oder Isolator.

unseren Uberlegungen muf man die Elektronen aus dem Fermi-See iiber den Potentialberg anheben,
um sie dazu zu bringen, den Kristallverband zu verlassen. Der Energieunterschied zwischen der Fermi-
Grenze und dem Potentialberg - in Abb. 23 mit W4 gekennzeichnet - stellt daher die Austrittsarbeit
dar.

Die Fermi-Grenze wiederum ist charakteristisch fiir die Kristallart und die Temperatur der Elektro-
nen; bei hoherer Temperatur wird sie nach oben verschoben (richtiger: ausgeschmiert). Mit Hilfe des
einfachen Potentialtopfmodells, das - es sei nochmals darauf hingewiesen - eine Vereinfachung ist und
nur fiir Metalle gilt, konnen wir bereits einige wichtige Effekte erkliren.

Zwei verschiedene Metalle haben unterschiedliche Austrittsarbeiten; veranschaulicht man beide
durch ihr Potentialtopfmodell (Abb. 23), so sind sie gegenseitig so angeordnet, dafi ihre beiden dem
Auflenraum entsprechenden Potentialberge gleich hoch liegen. Werden die beiden Metalle in Kon-
takt gebracht, so entsteht zwischen ihnen, wie zuerst von A. Volta beobachtet, eine Spannung, was
folgendermafien erklért werden kann:

Die Beriihrung wirkt sich so aus, dafl das Fermi-Niveau des einen Metalls hoher liegt als das des
anderen, es flielen also Elektronen vom hoheren zum tieferen Niveau, der Kristall mit dem urspriinglich
tieferen Niveau wird dadurch solange negativ gegen den anderen aufgeladen, bis die beiden Niveaus
gleich hoch liegen; da nur wenige Elektronen flieflen, kann man annehmen, daf sich die Fermi-Niveaus
beziiglich ihres eigenen Kristalls kaum #ndern, und die Kontakt-Spannung U zwischen beiden Me-
tallen ist:

U= Wa —War)/e= ¢y — ¢

Kennt man die eine Austrittsarbeit, so kann man durch Messung der Kontaktspannung die andere
bestimmen, wofiir allerdings sehr saubere Versuchsbedingungen gegeben sein miissen. Durch Auf-
einanderschichten verschiedener Metalle addieren sich die jeweiligen Kontaktspannungen (Voltasche
S&ule).

Die Kontaktspannung ist nicht ohne weiteres mefibar, da zur Spannungsmessung ein geschlosse-
ner Stromkreis realisiert wird (Abb. 24): In einer geschlossenen Leiterschleife ist jedoch die
Summe aller Kontaktspannungen Null | Wire in einer geschlossenen Leiterschleife bei konstanter
Temperatur U # 0, dann wiire der Stromkreis ein Perpetuum Mobile. Kontaktspannungen kénnen
mit einem Schwingkondensator, dessen Platten aus zwei verschiedenen Metallen bestehen, gemessen
werden.
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Abbildung 23: Kontaktspannung und Raumladungsverteilung beim Kontakt von zwei Metallen mit
verschiedener Austrittsarbeit W,
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Abbildung 24: In einem Sromkreis ist die Summe aller Kontaktspannungen Null.
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Abbildung 25: Zum Seebeck- (a) und Peltier Effekt (b)

4.3.2 Thermoelektische Effekte: Seebeck- und Peltier-Effekt

Nicht nur ein elektrisches Feld, sondern auch ein Temperaturgradient in einem Leiter verursacht
einen Strom, bzw. einen Spannungsabfall, der in manchen Lehrbiichern filschlicherweise mit Kon-
taktspannungen erkliart wird. Die folgende Erklirung ist vereinfacht; eine korrekte Beschreibung des
Seebeck- und Peltier-Effektes ist nur mit der Boltzmannschen Transportgleichung in Kombination mit
der Fermistatistik moglich.

Befinden sich die Enden eines Leiters auf unterschiedlichen Temperaturen 77 > T5, so haben die
Ladungstriiger am Ort 1, bzw. 2 (Abb. 25) unterschiedliche kinetische Energien muv? /2 # mwv3 /2. Dies
bewirkt einen Warmestrom, der durch Elektronen transportiert wird, von 1— 2. Dadurch lddt sich das
Ende von 2 negativ gegeniiber 1 auf und die dabei auftretende Spannung bewirkt einen Strom in die
entgegengesetzte Richtung, sodafl der Gesamtstrom Null ist. Die dabei auftretende Spannung wird als
Thermospannung bezeichnet und die zum Ohmschen Gesetz j: oF analoge Beziehung ist

oT

E=K VT, eindimensional F, =K e
T

wobei K der Seebeckoeffizient eine materialspezifische Grofle ist. Ausgeniitzt wird die Thermospannung
eines sogenannten Thermoelementes zur Temperaturmessung. Dabei werden in einer Leiterschleife zwei
Metalle A und B kombiniert und deren Kontaktstellen (Létstellen) auf unterschiedlichen Temperaturen
gehalten. Die Leiterschleife sei offen, bzw. nur iiber ein sehr hochohmiges Voltmeter geschlossen (Abb.
25). Die vom Voltmeter gemessene Umlaufspannung ist:

1 2 0 1 2
U = /E.dg_/ Ede+/ EAdx+/ Ede:/ Ede+/ Eadr =
2 2 1

U = /KB—da:+/ KA—d:C—/ (Ka— Kp)dT = (Ka — Kp)AT

Giinstigerweise kombiniert man in einem Thermoelement Metalle mit positivem und negativem See-
beckkoeffizienten, damit sich die Thermospannungen addieren. Durch Verwendung von Materialien
mit bekannten Seebeckkoeffizienten kann auf diese Weise Temperatur gemessen werden: Eine Verbin-
dungsstelle legt man auf eine fixe Temperatur (z.B. in schmelzendes Eis) und verwendet die andere
Verbindungsstelle als Temperaturfiihler; z.B. liefern Kupfer und Konstantan eine Thermospannung
von etwa 53 uV/°C

Die Umkehrung dieses Effektes, das Anlegen einer Spannung in einem derartigen Kreis, fiihrt zur
Abkiihlung des einen Verbindungspunktes und zur Erwdrmung des anderen: Peltier-Effekt. Nach dem
obigen einfachen Modell ist unabhéngig von der Joulschen Wirme mit der elektrischen Stomdichte auch

eine Wiarmestromdichte verkniipft:
. dw i
o= =
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Abbildung 26: Demonstration grofler Thermostrome, die durch ihr Magnetfeld ein 5 kg Gewicht halten.

wobei Il der Peltier-Koeffizient ist. Die Vorzeichenkonvention ist folgende: Wenn der Strom von A nach
B flie3t ist I[I4p = 14 — IIg positiv bei Erwidrmung der Lotstelle. Wenn man mit den Materialien A
und B nacheinander den Peltier- und Seebeckeffekt untersucht, dann mufl man, um in beiden Fillen
die gleiche Strom-, bzw. Spannungsrichtung zu erhalten, beim Seebeck-Effekt eine Temperaturdifferenz
herstellen, die der beim Peltier-Effekt entstehenden entgegengesetzt gerichtet ist. Seebeck-Effekt: (K 4—
Kpg) > 0, dann fliefit der Strom an der kalten Lotstelle von A nach B. Bei geeigneten Materialien sind
betriichtliche Temperaturunterschiede (Anwendung als Warmepumpe) erzielbar.

5 Halbleiter

5.1 Eigenhalbleitung

Wir haben bei der Besprechung der Leitfihigkeit von Festkorpern anhand des Bindermodells (Abb.
21) gesehen, daB es neben den metallischen Leitern, die sich infolge ihrer Béanderkonfiguration durch
besonders hohe Leitfihigkeit auszeichnen, auch Kristalle gibt, welche ein unbesetztes Leitfihigkeits-
band und ein von diesem durch einen ”verbotenen” Energiebereich getrenntes vollbesetztes Valenzband
aufweisen. Derartige Kristalle werden nur dann Leitungserscheinungen aufweisen, wenn den Elektronen
im Valenzband durch geeignete Mechanismen soviel Energie mitgeteilt wird, dafl sie die verbotene Zone
iiberspringen und in das Leitfahigkeitsband gelangen kénnen.

Diese zum Auftreten von Leitungserscheinungen notwendige Energie kann z.B. auf Grund der ther-
mischen Bewegung der Elektronen aufgebracht werden, bzw. durch ionisierende Strahlung. Man be-
zeichnet einen Kristall, der bei Normaltemperatur praktisch keine Leitung aufweist, als Isolator, wobei
diese Isolatoreigenschaft bei starker Erhshung der Temperatur verschwinden kann. Liegt bei Normal-
temperatur bei einem reinen Stoff geringfiigige Leitfiihigkeit vor, so handelt es sich um einen Eigen-
halbleiter; der Ubergang zwischen Isolator und Eigenhalbleiter ist also nur in quantitativer Hinsicht
zu ersehen. Ein Eigenhalbleiter hat daher eine stark temperaturabhingige Leitfihigkeit welche mit
zunehmender Temperatur ansteigt - Eigenhalbleiter sind also Heif3leiter. Isolatoren weisen spezifische
Widersténde zwischen etwa 1024 und 10'® Q- m auf, Eigenhalbleiter zwischen 10! und 1Q-m. Abb. 27
zeigt nochmals das Bianderschema fiir einen Eigenhalbleiter; AE stellt die Energiebreite der verbotenen
Zone dar. Wichtige Eigenhalbleiter sind neben den Materialien Silizium und Germanium auch Selen,
Indiumantimonid, Galliumarsenid, sowie die friiher hiufig gebrauchten Verbindungen CuO, PbS und
PbTe.
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Abbildung 27: Banderschema von Metall, Halbleiter und Isolator. Zur Leitfihigkeit o tragen Elektronen
und Loécher bei.

Fiir die Abhéngigkeit der Leitfihigkeit bei Eigenhalbleitung kommt es nun natiirlich auf das Ver-
héltnis zwischen der Breite der Energieliicke AE und der Kristalltemperatur T an; die Temperatur-
abhéingigkeit der Ladungstrigerkonzentration wird mit der Fermistatistik beschrieben. Daraus ergibt
sich die exponentielle Temperaturabhéngigkeit, die auch in o(T") und p(T") ersichtlich ist (Abb. 28):

AFE
n(T) = p(T) x AT3/? ¢ 2kT mit (16)
AFE
n(T)=p(T) ~ 10%.e 2kpT [m™?]

T ... absolute Temperatur; der Beitrag der e-Potenz iiberwiegt meist den AT3/2 Term; kg . . . Boltzmann-
Konstante, k = 1.38-10"23J - K~'; n... Dichte der Elektronen im Leitfshigkeitsband; p... Dichte der
Locher im Valenzband; AEg; = 1,12eV, AEg. = 0,67¢€V.

Locher entstehen dadurch, da§ Elektronen aus dem Valenzband in das Leitfihigkeitsband gehoben
werden, wodurch auch im Valenzband unbesetzte Energiezustinde auftreten und somit dort ebenfalls
Platzwechselvorgiinge moglich sind, die zur Leitfihigkeit mit der entsprechenden Beweglichkeit p bei-
tragen (sieche Abb. 27b). Herrscht also im Leitfdhigkeitsband eine gewisse Elektronendichte n und im
Valenzband eine Locherdichte p, so ergibt sich bei Anlegen einer Spannung folgendes: Die Locher bewe-
gen sich in Richtung von E , die Elektronen in entgegengesetzter Richtung, wobei beide zur Stromdichte
j’ beitragen.

o = le| (npty, + pry)

Da die Breite der verbotenen Zone bei Eigenhalbleitern im allgemeinen zwischen 0.3 und 3 eV
liegt, ist Ionisierung auch durch sichtbares Licht moglich, und derartige Figenhalbleiter veréindern bei
Belichtung ihren elektrischen Widerstand, z.B. Selen als Photowiderstand etc.

Bei Raumtemperatur betrigt die Elektronendichte im Leitfihigkeitsband fiir Silizium etwa 1016 /m?,
fir Germanium 10'%/m3. Es ist allerdings sehr schwierig, derart reine Kristalle zu erhalten, daf die
FEigenleitung gegeniiber der Storstellenleitung iiberwiegt; die Eigenleitung steigt jedenfalls exponentiell
mit der Temperatur T" an.

5.2 Storstellenhalbleitung

Von allen Halbleiterelementen haben Si und Ge die gréfite Bedeutung gewonnen, denn sie lasssen sich
mit Elementen der III. und V. Hauptgruppe des Periodensystems gut dotieren.
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Abbildung 28: Temperaturabhiingigkeit von p fiir Germanium mit verschiedenen Dotierungen. Bei
hohen Temperaturen (links) ist der Anteil der Eigenleitung dominant. Aus der Steigung kann
AFE bestimmt werden.

EY  n-HL p- HL
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Abbildung 29: Schematische Darstellung von n und p Halbleiter durch Dotieren von Si mit As oder Al

I | Iv | V
B C |N
Al | Si | P
Ga | Ge | As
In | Sn | Sb
T1 | Pb | Bi

Durch geringfiigigen Einbau von Fremdatomen in das Wirtsgitter der Eigenhalbleiter édndert sich
die Leitfahigkeit ganz betrichtlich: z.B. bei Silizium mit einer Fremdatomkonzentration von 1:10° um
das Tausendfache gegeniiber dem hochreinen Zustand. Dies kann folgendermaflen erklirt werden: An
einem Gitterplatz von Si oder Ge (vierwertig) wird ein Atom mit einem iiberschiissigen, also fiinften
Valenzelektron eingebaut (sieche Abb. 29); dann ist das fiinfte Elektron wesentlich schwicher gebun-
den als die anderen vier, es liegt also im Energiebéindermodell weit iiber dem hochsten Niveau des
Valenzbandes in der verbotenen Zone.

Ein derartiges Storstellenatom wird Donator genannt, weil es eine Ladung abgibt, und seine ener-
getische Lage wird als Donatorniveau bezeichnet. Vom hochgelegenen Donatorniveau aus kann ein
Elektron wesentlich leichter in das Leitungsband gelangen, weswegen die Leitfihigkeit je nach Storstel-
lenkonzentration stark erhoht wird. Die Differenz zwischen dem Donatorniveau und der unteren Kante
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Abbildung 30: Halbleiterdiode, Strom-Spannungskennlinie

des Leitfshigkeitsbandes ist AEp, welche in der folgenden Tabelle fiir einige Elemente in Silizium und
Germanium angegeben ist:

Donator P | As| Sb

AEp/meVin Si | 45 | 49 | 39
AEp/meVin Ge | 12 | 13 [ 9

Donator-Halbleiter heiBen auch UberschuShalbleiter; da die Leitung durch Elektronen erfolgt, nennt
man derartig dotierte Kristalle auch n-leitend.

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, dafl in das Kristallgitter der vierwertigen Atome dreiwertige
zusétzlich eingebaut werden. Nun bleibt eine Bindung praktisch unbesetzt, und es bedarf fiir Elek-
tronen aus dem Valenzband nur geringerer Energie (auch hier wieder gleich der Ionisationsenergie),
um diese Bindung auszufiillen, bzw. vom Béindermodell her gesehen, das Niveau dieser Storstelle, wel-
che Akzeptor genannt wird, zu erreichen. Gelangt aber ein Elektron aus dem Valenzband auf das
Akzeptorniveau, so bleibt im Valenzband ein ”Loch” zuriick, das seinerseits Platzwechselvorginge im
Valenzband und damit Storstellenleitung zulédfit, die als Mangelhalbleitung oder p-Leitung bezeichnet
wird. Die folgende Tabelle fiihrt einige Mangelhalbleiterdotierungen nebst der Energiediffernz AFE 4
des Akzeptorniveaus zum Leitungsband an. p-leitende, bzw. n-leitende Halbleiterkristalle sind die
Grundmaterialien fiir die heute zu iiberragender Bedeutung aufgestiegenen Halbleiterbauelemente wie
Dioden, Transistoren, IC’s, etc.

Donator B Al Ga In

AEs/meVinSi | 45 |57 |65 |16
AE4/meV in Ge | 10,4 | 10,2 | 10,8 | 11

5.3 Halbleiterbauelemente und deren Anwendung
5.3.1 Dioden, Gleichrichter

LéBt man einen p-leitenden und einen n-leitenden Halbleiterkristall aneinandergrenzen, so werden die
Locher in den n-Leiter und die Elektronen in den p-Leiter solange eindiffundieren, bis die dadurch
entstehende Polarisationsspannung den Vorgang zum Stillstand bringt. Bei Anlegen einer Spannung
kann folgendes passieren (sieche Abb. 30): Wenn die Spannung so angelegt ist, daf sie die Elektronen
weiter in den p-Leiter und die Locher weiter in den n-Leiter treibt, kommt es zum Flieflen eines Stro-
mes: Durchlafirichtung. Im anderen Fall verarmt die Verbindungszone an Ladungstriigern, es fliefit
praktisch kein Strom: Sperrrichtung. Eine derartige Anordnung heifit Diode, die entsprechende Strom-
Spannungscharakteristik zeigt Abb.30c. Anwendung Gleichrichtung von Wechselstrom.

5.3.2 Transistoren

Durch Einfiihren eines p-leitenden Gebietes zwischen zwei n-Leiter bzw. eines n-leitenden Gebietes
zwischen zwei p-Leiter entsteht ein Transistor, d.i. eine Doppeldiode bzw. ein steuerbarer Widerstand.
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Abbildung 31: npn- und pnp Transistor (a) Schaltzeichen (b)
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Abbildung 32: Emitter: Ladungstréiger werden in die Basis emittiert, Kollektor: dort werden die
Ladungstriger gesammelt (a), Emitterschaltung (b).

p-n-p-Transistor bzw. n-p-n-Transistor. Abb.31. Der Transistor wurde 1948 von Bardeen, Brattain
und Shockley ”entdeckt”, er hat die bis dahin gebriuchlichen Elektronenrshren vollstindig verdringt.

Wir behandeln hier nur den npn Ubergang und die Emmitter-Schaltung, der pnp Ubergang verhiilt
sich dquivalent, wenn alle Spannungspolarititen umgedreht werden. (genaueres = Elektronikvorlesung
2. Sem.). Emitter: Ladungstriger werden in die Basis emittiert, Kollektor: dort werden die Ladungs-
triiger gesammelt (Abb.32a). Bei der Emmitter Schaltung (Abb.32a) liegt eine positive Spannung
zwischen Emitter und Kollektor, die Kollektorspannung Uqcg.Wir betrachten folgende Fiille:

e Liegt die Basis auf einer negativen Spannung Upg gegen Emitter, dann ist sowohl die BE-Diode
wie auch die BC-Diode in Sperrrichtung gepolt = es fliefit kein Strom.

e Ist die Basis jedoch positiv gegen den Emitter, dann ist die BE-Diode in Durchlafirichtung und
die BC-Diode weiter in Sperrrichtung, d.h. es flieit ein Locherstrom Ip von der Basis allein
zum Emitter. Es flieit ebenso ein Elektronenstrom vom Emitter in die Basisregion. Die Elek-
tronen sehen jedoch das noch héhere Potential des Kollektors und diffundieren, wenn die Breite
der Basisregion nur klein genug ist, vollig durch diese hindurch und werden vom Kollektor als
Kollektorstrom I registriert. Hier steuert also der Basisstrom Ip den Kollektorstrom I durch
eine Verénderung der Sperrschichten.

Die Stromverteilung ist in Abb.32a dargestellt. Das Verhéltnis Ic/Ip ergibt den Stromverstér-
kungsfaktor, er hingt nur sehr wenig von der Kollektorspannung ab und ergibt sich in erster

Néherung zu
Ic L

Ig W
wobei L und W die Breiten von Emmitter- und Basis-Region sind. Typische Werte sind 10... 100.
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Abbildung 33: MOS-FET Aufbau (a), Kennlinie (b)

MOS-FET (MetallOxid-Semiconductor-FeldEffekt Transistor) ist fiir hochintegrierte Schaltungen
von besonderer Bedeutung. Prinzipieller Aufbau und Wirkungsweise sind schematisch in Abb.33 dar-
gestellt. Im p-Substrat sind zwei n-Kontakte, Source (S) und Drain (D), eingelassen. Zwischen S
und D befindet sich eine durch die Metalloxidschicht vom Substrat isolierte Metallelektrode, das Gate
(G). Zwischen p- und n-material entsteht eine Sperrschicht, die trotz der Spannung Upg zwischen S
und D den Strom Ipg sperrt, und zwar unabhéngig von der Polaritéit der Spannung. Legt man an
G eine positive Spannung Ugg, so wird durch Influenz zwischen S und D ein n-leitender Kanal mit
negativer Ladungstriigerdichte p~ gebildet, dessen Leitfihigkeit 0 = p~p~ von der Stdrke der Span-
nung Ugg abhiingt. Hier steuert also die Gate-Spannung den Strom Ipg durch eine Verinderung der
Kanalleitfihigkeit.

6 Elektrizitatsleitung in Fliissigkeiten

Wie sich in den vorangegangenen Kapiteln bereits gezeigt hat, ist eine grundsétzliche Voraussetzung
dafiir, dafl ein Stoff elektrischen Strom leiten kann, das Vorhandensein beweglicher elektrischer La-
dungstriger. Diese sind bei Metallen ausschliefllich negativ geladene Elektronen. Bei den hier zu
behandelnden elektrolytischen Fliissigkeiten sind die Ladungstriger ausschlieBlich Ionen, und zwar
sowohl positiv als auch negativ geladene.

M. Faraday (1791 - 1867) spielte bei der Beschreibung der Grundlagen elektrochemischer Vorgiéinge
eine hervorragende Rolle. Die Begriffe Elektrolyt, Elektrode, Ion, Kation, und Anion wurden bereits
von ihm als Nomenklatur in die Elektrochemie eingefiihrt und sind bis heute erhalten geblieben.

Abb. 34 zeigt die klassische Versuchsanordnung zum Nachweis der Leitfihigkeit von angeséuertem
Wasser (z.B. wiifirige Losung mit Kochsalz). Wihrend bei Anlegen einer elektrischen Spannung an
die beiden Metall-Elektroden bei reinem (zweimal destilliertem) Wasser praktisch kein Strom flief3t,
erhalten wir bei Zugabe eines im Wasser 16slichen Stoffes sofort einen erheblichen Stromflufl. Der Grund
dafiir ist folgender: Der im Wasser aufgeloste Stoff ist mehr oder weniger vollstindig in seine Ionen
dissoziiert. Die positiven Ionen (Kationen) wandern zur Kathode (K), die negativen Tonen (Anionen) zur
Anode (A). Die Kationen nehmen an der Kathode Elektronen auf, wihrend die Anionen ihrerseits an der
Anode Elektronen abgeben. Wir wollen uns dies anhand der Elektrolyse einer wifirigen Kochsalzlosung
genauer ansehen. Elektrolytische Dissoziation:

NaCl «—— Na™ + Cl~

bei K: Nat+ e~ — Na kathodischer Reduktionsvorgang

bei A: 2.(017 — e‘)—> Cly anodischerOzidationsvorgang

Faraday hat als erster (1831) die quantitativen Zusammenhinge zwischen der bei der Elektrolyse
durch den Elektrolyten hindurchgeflossenen Ladungsmenge ) und der dabei entstehenden Masse m der
Elektrolyseprodukte untersucht. Er hat folgendes experimentell gefunden:

1. Faradaysches Gesetz:
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Abbildung 34: Elektrolytische Leitung (a), Anlagerung von Wasser-Dipol-Molekiilen an ein pos. bzw.
neg. Ion.

Beim Stromdurchgang durch Elektrolyten sind die Abscheidungsmengen proportional den hindurch
gegangenen Elektrizitdtsmengen [ I(t) - dt = Q.

2. Faradaysches Gesetz:

Gleiche Elektrizitdtsmengen scheiden aus verschiedenen Elektrolyten Stoffmengen ab, die dem che-
mischen Aquivalentgewicht proportional sind:

Atomgewicht

Aquivalentgewicht = val =
quivalentgewic va Wertigkeit

(17)
Kombination des 1. und 2. Faradayschen Gesetzes ergibt:

Faradaysches elektrochemisches Aquivalenzgesetz (1833): Um an einer Elektrode aus einem
Elektrolyten ein Mol eines Z-wertigen Stoffes abzuscheiden, ist eine Elektrizititsmenge von

Q~Z-9,65-10"A s (18)

notwendig. Zur Abscheidung eines Grammiéquivalentes eines Stoffes benttigt man immer die gleiche
Ladung, ndmlich die sog. Faraday-Konstante:

A-s

val
Beide Faradayschen Gesetze folgen aus der Annahme, daf die Ionen so viele Elementarladungen tra-
gen, wie ihre Wertigkeit Z angibt. Bezeichnet Ny = 6.022 - 1023 mol~! als Avogadro-Konstante
(Loschmidtsche Zahl)? die Anzahl der Ionen im Grammatom, so tragen diese Ionen die Ladung
Z - e- Ny. Ein Gramméquivalent trégt nur 1/Z davon; definitionsgeméfl ist dies die Faradaysche
Konstante:

F =96485.3

(19)

F=e-Ny . (20)
Aus (20) ergibt sich somit fiir die Gréfle der Elementarladung;:

F —19
e= N 1.602-1077C . (21)
Dieser mit den Faradayschen Gesetzen bestimmte Wert der Elementarladung stimmt iibrigens hervor-
ragend mit den Werten von e iiberein, die aus ganz andersartigen Messungen, z.B. dem sog. Millikan-
Versuch (Bewegung geladener Oltropfchen im elektrischen Feld; s. Quantenphysik, 3. Semester) erhal-
ten wurden. Damit haben die Faradayschen Gesetze eine viel allgemeinere Bedeutung erlangt.

Folgende Tabelle gibt elektrochemische Abscheidungsmengen fiir verschiedene Substanzen durch
den Strom von 1 A an:

2In der englischen Literatur wird hiufiger Avogadro Zahl fiir N sverwendet, obwohl die Avogadro Zahl eigentlich die
Anzahl der Teilchen eines Gases in 1 m? ist: 2,5.1025 m—3
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AgT Cutr Nit+ Hgt+
1Sekunde 1,118mg | 0,3294mg | 0,3058mg | 1,04mg
1Minute 67,08mg | 19,76mg | 18,30mg | 61,40mg
1Stunde 4025mg | 1186mg 1098mg 3744mg
Atomgewicht | 107,9 63,5 58,7 200,6
mval/A.h 374 37,35 37,41 37,33

Die Werte zeigen beispielsweise, dafl wir fiir eine Ladungsmenge von 3600 A-s eine Abscheidung
von rund 37.4 mg pro chemischer Wertigkeit erhalten, womit wir auf die Gréfle der Faraday-Konstante
kommen: 3600 A

S -8
——— = 96300 — .
0.0374 val/A val

Die Tabelle enthilt auch die frither gebréuchliche Ampeére-Definition iiber die Abscheidung von 1.118
mg Silber pro Sekunde aus einer AgNOs-Losung im sog. Silbervoltameter.

Mit der Elektrolyse erfolgt die weit verbreitete galvanische Oberflichenbeschichtung. Ein
unedles korrosionsanfiilliges Metall wie z.B. Stahl kann so als Kathode in einer Elektrolytlosung, die etwa
Chrom-, Nickel- oder Goldionen enthilt, mit dem edleren Metall beschichtet werden. Als Anode dient
dabei das jeweilige Material, damit die Ionenkonzentration des edlen Metalls in der Losung konstant
bleibt.

6.1 Leitfiahigkeit in Elektrolyten

In der Losung zwischen zwei hinreichend groflen planparallelen Platten herrscht das homogene Feld
E = U/d. An einem Z-wertigen Ion greift die Kraft ' = Z-e- E = Z -e-U/d an. Wie im Metall
fiihrt dies nicht zu einer beschleunigten, sondern zu einer gleichférmigen Bewegung, da eine geschwin-
digkeitsproportionale Reibungskraft Fr im Elektrolyten vorhanden ist. Die Ionen wandern so schnell,
dal F = —Fg wird. Thre Geschwindigkeit ist also proportional zum Feld, ndmlich fiir

Kationen v, =p, -E und Anionen v_=-p_ -E ;

p, und p_ sind die Beweglichkeiten der 4 Ionen. Man definiert sie i.a. als positive Groflen, auch fiir
die Anionen, die entgegen der Feldrichtung laufen; dann mufl im Ausdruck fiir v_ ein Minuszeichen
stehen. Wenn die Teilchenzahldichten von Kationen und Anionen n4 und n_ sind, erhalten wir fiir die
Stromdichten:

Jr=Zyeving =Zyeu, Eny
jo=—Z_ev-n_=+4+Z_epu_En_ .
Beide Ionensorten liefern einen positiven Beitrag zum Strom, denn der ”riickwirts” laufende Strom der
negativen Anionen ist auch positiv zu werten. Die Gesamtstromdichte ist:
J=j+tj-=e (Zypyny +Zp_n ) - E .
Die Leitfshigkeit des Elektrolyten ist also:
J:%:e-(Z+u+n++Z_u_n_). (22)
Bei einem Elektrodenquerschnitt A ist der Gesamtstrom I:
U
I:jA:AoE . (23)

Gleichung (23) stellt das Ohmsche Gesetz fiir die Leitfihigkeit von Elektrolyten dar. Fiir o ist dabei
der Wert von Beziehung (22) einzusetzen.

Die Beweglichkeiten p, und p_ sind fiir Elektrolyten typischerweise 10%-mal kleiner als fiir die
Elektronen in Metallen. Dimension der Beweglichkeit:
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T - B
iy = A+ Elektrolyt

Abbildung 35: Aufbau einer Raumladungsschicht mit der Potentialdifferenz A¢ = Uy zwischen Metall-
elektrode und Elektrolyt; Strom- Spannungskennline fiir die Grenzschicht, wobei U die extern angelegte
Spannung ist.

6.1.1 Galvanische Elemente und Volta’sche Spannungsreihe

Die Namen gehen auf den Anatomen L. Galvani (1737 - 1798; 1789 Froschschenkelversuche) und den
Physiker A. Volta (1745 - 1827; 1800 Voltasche Séule, 1801 Voltasche Spannungsreihe) zuriick.

Bisher haben wir uns hauptsichlich mit der Entstehung und den Eigenschaften von Ionen in Elek-
trolyten beschiftigt. Dabei waren die Elektroden in den meisten Beispielen ”inert”, also nicht direkt
an der chemischen Reaktion beteiligt, sondern dienten lediglich als Quelle oder Senke von elektrischen
Ladungen. Fiir die meisten Metalle stellt sich aber heraus, daf§ sie sich als Elektroden in Elektrolyten
nicht inert verhalten.

Metalle sind im Gegensatz zu ihren Salzen im Wasser kaum loslich. Wir betrachten als Beispiel
die Losung von Zn in ZnSOy4: Wie das kristallisierte Zinksulfat enthélt das metallische Zink positive
Zinkionen als Kristallgitter-Bausteine; aber statt der SO?[—Ionen sind die negativen Bestandteile hier
die Leitungselektronen. Beim Losen des ZnSO,4 in Wasser gehen beide Ionenarten in Losung:

ZnSO,4 +— Zn*t + 503 .

Beim Losen des Metalls kann nur das Zn-Ton in Losung gehen, denn es gibt keine geldsten freien
Elektronen. Der Auflssungsvorgang wird gestoppt, sobald das durch die Trennung von Ionen und
Elektronen an der Grenze zwischen Metall und Fliissigkeit hervorgerufene elektrische Feld so stark
geworden ist, dal die geladenen Ionen des Metalls die Energie zur Durchquerung dieser elektrischen
Doppelschicht nicht mehr aufbringen konnen (siche Abb. 35). Es besteht also an der Grenze eine
Doppelschicht und zwischen dem Inneren des Metalls und der Losung eine Polarisationsspannung,
welche die positiven Tonen im Metall zuriickhélt (die Elektronen verbleiben im Metall) und fiir die
Kombination von Metall und Elektrolyt charakteristisch ist. Die Bindungsenergie |e¢,| der Ionen
im Metall ist im allgemeinen wesentlich grofier als im Elektrolyt |eg,|, wo sie durch die Anlagerung
an die Wassermolekiile bestimmt wird. Dadurch wird die Potentialdifferenz A¢ = U, aufgebaut,
die zur Spannung Uy zwischen Metall und Elektrolyt fithrt. Diese treibt die Ionen wieder zuriick in
die Elektrode. Gleichgewicht herrscht, wenn sich die Spannung U, aufgebaut hat und die in Losung
gehenden Tonen/Zeit gleich der Zahl der in die Elektrode zuriickkehrenden Ionen /Zeit ist. Fiir die
Tonenkonzentration c¢; im Elektrolyt und Ionenkonzentration co im Metall gilt das Boltzmannsche
Gleichgewicht:
A _ —eUo/ksT
C2

Dabei flieit durch die Elektrode kein Nettostrom; Wird jedoch eine duflere Spannung U an die Elektrode
(gegen den Elektrolyt) angelegt, gehen positive Metallionen vermehrt in Losung (Abb. 35 b)

Das Bestreben der Metallionen, in Lésung zu gehen, wird nach W. Nernst (1889) ”Lsungsten-
sion” genannt und ist von Element zu Element verschieden.
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Abbildung 36: Galvanisches Element (a), Potentialdifferenzen (b)

Der vorhin beschriebene Potentialsprung zwischen Metall und Fliissigkeit wird auch als ” Galvani-
Potential” bezeichnet.

6.1.2 Voltasches oder Galvanisches Element:

Bringt man zwei verschiedener Metalle mit den Potentialdifferenzen A¢, = Uyund A¢y = Uy (zwischen
Elektrode und Elektrolyt) in einen gemeinsamen Elektrolyten, so mifit man die Spannungsdifferenz
AU = U; — U;. — Eine derartige Anordnung heifit galvanisches Element (siche Abb. 36). Das
Metall mit der gréBleren Losungstension (Zn in Abb. 36b) verliert mehr positive Metallionen und wird
dadurch negativer. Die entstehende Spannung zwischen den Elektroden (Polen) betriigt bei dem in
Abb. 36 gezeigten Volta’schen Cu-Zn-Element ca. 1.1 V. Sie ist die Differenz aus den Spannungen der
einzelnen Elektroden gegen den Elektrolyten. Bei offenem Element, d.h. wenn die Elektroden nicht
durch einen Leitungsdraht verbunden sind, ist das Potential im Elektrolyten konstant.
Als Volta-Spannung mefbar ist also nur die Differenz der Galvani-Potentiale:

Es ist nicht moglich, die Potentialdifferenz zwischen einem Metall und einem Elektrolyten unmittel-
bar zu messen. Man kann aber die verschiedenen Metalle nach ihren Spannungsdifferenzen AU gegen-
einander in eine Spannungsreihe einordnen. Man setzt willkiirlich die Spannung einer mit Wasserstoff
umspiilten Platinelektrode (einer sog. Wasserstoffelektrode) gegen eine 1-molare Sdurelosung (1mol To-
nen pro Liter Losung) gleich Null. Dann ergeben sich die in der Tabelle angegebenen Spannungen der
iibrigen Metalle gegen ihre das gleiche Metallion enthaltende 1-molare Elektrolytlosung.

Elektrode | Li K Na Mg Zn Fe Cd
u/v -3,02 | -2,92 | -2)71 | -2,35 -0,76 | -0,44 | -0,402
Elektrode | Ni Pb H, Cu Ag Hg Au
u/v -0,25 | -0,126 | 0 +0,345 | 40,8 | 40,86 | +1,5

Die in der Tabelle gezeigten Normalspannungen der Metalle werden auch als Voltasche (oder
Galvanische) Spannungsreihe bezeichnet. Aus ihr kénnen wir z.B. sofort durch das Ablesen der
Werte fiir Cu und Zn die Volta-Spannung fiir das Cu-Zn-Volta-Element zu 1.107 V ermitteln. Es
fallt auf, dal die Normalspannungen von edlen Metallen, die ihren metallischen Glanz iiber lange
Zeit behalten, positiv sind, wihrend die Potentiale der leicht oxidierenden und korrodierenden, also
”unedlen” Metalle negative Vorzeichen haben.

Verbindet man die Pole des galvanischen Elementes mit einem Lastwiderstand so fliefit der Strom

U

[=—
R; + R,
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Abbildung 37: Galvanisches Element mit CuSO4 Elektrolyt (a), Trockenbatterie, Leclanche Element

wobei R; der Innenwiderstand des galvanischen Elementes ist. Dieser ist von der Beweglichkeit p der
Tonen, ihrer Konzentration ¢ und der Geometrie der Anordung abhingig. Bei homogener Stromdichte
zwischen zwei Plattenelektroden mit der Fliche F' im Abstand d ist

4 _ md
" oaF  c*tF

wobei 7 = A/v die mittlere Zeit zwischen zwei Stofien der Ionen ist.

Der Strom wird im Metall durch Elektronen getragen. Dadurch entsteht ein Elektronenmangel an
der Zn Elektrode und ein Elektronen Uberschu8 an der Cu Elektrode. Dies gibt eine Spannungsiinde-
rung, die durch die Tonenwanderung (Zn™* zur Cu Elektrode) im Elektrolyt ausgeglichen wird. Die
Zn Elektrode wird immer diinner und die Cu Elektrode wird mit neutralen Zn Atomen iiberzogen. Die
Spannung des Elementes sinkt, bis die Cu Elektrode vollstdndig mit Zn iiberzogen ist (zwei gleichwer-
tige Elektroden). Die Lebensdauer kann durch einen CuSO,4 Elektrolyt verlingert werden (Abb.37a):
Durch die zusitzliche Abscheidung von Cu™ aus dem Elektrolyt werden immer neue Cu Schichten an
der Cu Elektrode gebildet.

6.2 Batterien und Akkumulatoren

Grundsitzlich werden an galvanische Elemente, in denen elektrische Energie in Form von chemischen
Produkten gespeichert ist, von der Anwendung her sehr verschiedene Anforderungen gestellt. So soll
beispielsweise die Batterie einer elektrischen Armbanduhr iiber méglichst lange Zeit eine sehr geringe
elektrische Leistung abgeben koénnen. Sie soll bei kleinen Abmessungen also eine moglichst grofie
Energiedichte besitzen (Energiedichte = gespeicherte Energie/Masse der Batterie). Andererseits mufl
die Starterbatterie eines Autos in der Lage sein, beim Anlafivorgang kurzzeitig eine elektrische Leistung
von {iber 1000 Watt abzugeben. Hier ist eine hohe Leistungsdichte gefordert (Leistungsdichte =
maximal entnehmbare elektrische Leistung/Masse der Batterie). Zu diesen beiden Beispielen liefle sich
noch eine Vielzahl weiterer hinzufiigen. Diese extremen Unterschiede haben dazu gefiihrt, dafl in den
letzten Jahren eine kaum noch iiberschaubare Zahl von Batteriesystemen und -typen entstanden ist.
Wir wollen uns hier auf nur einige wenige Beispiele beschrinken.

Eine der historisch wichtigsten Batterien ist das Leclanché-Element (Abb.37b). Diese auch als
Trockenbatterie bezeichnete Zelle wird heute noch immer hiufig verwendet. Die stromliefernden
Reaktionen sind: Kohle Braunstein (MnO2) Mischung als Anode und Zn Boden als Kathode. Zwischen
den beiden befindet sich ein verfestigter Elektrolyt NH4Cl.

Lithiumbatterien sind in den letzten Jahren entwickelt worden und haben eine sehr hohe Ener-
giedichte. Dieses wird hauptsiichlich dadurch erreicht, dafl die Normalspannungen der Anoden- und
der Kathodenreaktion sich sehr stark voneinander unterscheiden (Li steht am extrem negativen Ende
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Abbildung 38: Bleiakkumulator, Entladevorgang

der Spannungsreihe). So betréigt die Spannung einer Li-Thionylchlorid-Batterie etwa 3 V, was Serien-
schaltungen mehrerer Batterien fiir den Betrieb elektronischer Schaltungen mit Transistoren iiberfliissig
macht.

6.2.1 Akkumulator

Bei den Akkumulatoren (= wiederaufladbare Elemente) ist nach wie vor der Bleiakkumulator der
wichtigste Vertreter. Man kennt ihn als Starterbatterie in Autos oder als Energiequelle von z.B. kleinen,
elektrisch betriebenen Transportfahrzeugen (Hubstapler, Elektro-Autos). Zweckmifiigerweise spricht
man bei Akkumulatoren von positiver und negativer Elektrode statt von Anode und Kathode, da sich
letztere beide Begriffe je nach dem, ob man lidt oder entlidt, vertauschen und daher nicht eindeutig
sind.

Stellt man zwei Bleiplatten in verdiinnte Schwefelséiure, so iiberziehen sie sich mit einer Schicht aus
Bleisulfat (PbSOy). Schickt man einen Strom durch die Zelle (Ladung), so treten folgende Reaktionen
auf:

Ladevorgang: © PbSO4+ Hy — Pb+ HySOy

Bei der Elektrolyse (dem Aufladen), entsteht an der negativen Elektrode metallisches Blei und an
der positiven Elektrode (braunes) Bleidioxid. Die Spannung einer Zelle des Akkumulators betrégt 2.02
V; positiver Pol ist die mit PbO> beladene Platte, welche bei der Stromentnahme reduziert wird. Die
Stromlieferung erfolgt in der umgekehrten Richtung wie der Ladestrom und bleibt so lange aufrecht,
bis die bei der Aufladung entwickelten Substanzen verbraucht sind und sich wieder PbSO4-Schichten
ausgebildet haben. Beim Entladen eines Bleiakkumulators gewinnt man etwa 70 - 80% der beim Laden
in ihn hineingesteckten Elektrizitdtsmenge (gemessen in A-h) zuriick. Die Energiedichte betriigt ca. 16
W-h/kg.

Beim Ni-Fe-Akkumulator, der von Edison erfunden wurde, befindet sich im ungeladenen Zustand
eine Eisenhydroxid- bzw. Nickelhydroxid-Elektrode in 20%-iger Kalilauge (KOH).

Laden: © Fe(OH),+2e” — Fe+20H™
¢ 2Ni(OH), +20H™ — 2Ni(OH); + 2¢~ .
Beim Entladen laufen die chemischen Reaktionen genau umgekehrt ab. Die Spannung des Ni-

Fe-Akkumulators betrdgt im Mittel 1.2 V und steigt bei der Ladung auf 1.4 V. Sein Wirkungsgrad
betrigt etwa 60%. Vorteile gegeniiber dem Pb-Akkumulator sind sein geringeres Gewicht und seine
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Abbildung 39: Natrium Schwefel Batterie

Unempfindlichkeit. Er kann z.B. lingere Zeit im geladenen und im ungeladenem Zustand sein; letzteres
fiihrt beim Pb-Akkumulator zur Zerstérung der Platten.

Eine wichtige Neuentwicklung auf dem Gebiet der wiederaufladbaren elektrochemischen Energiespei-
cher ist die Natrium-Schwefel-Batterie, die man eigentlich besser mit Na-S- Akkumulator bezeichnen
sollte. Dieses System ist - dhnlich wie die Li-Batterie - in der Lage, im Prinzip eine sehr hohe Energie-
dichte zu erreichen, da Natrium eine geringe Dichte besitzt und auflerdem weit auf der negativen Seite
der Spannungsreihe steht. Den schematischen Aufbau einer solchen Na-S-Batterie zeigt Abb. 39. Das
Besondere an dieser Zelle ist, dafl der Elektrolyt fest ist.

Entladen : Anode :S + 2Nat +2e~ — NasS

Kathode: Na — Na™ + e~

Die Spannung betrigt etwas iiber 2 V, die theoretische Energiedichte liegt bei 1000 W-h/kg (60mal
Pb-Akku !). Ein weiterer Vorteil der Na-S-Batterie besteht darin, daf die zur Verwendung kommenden
Materialien billig und in grofler Menge vorhanden sind. Nachteil ist, daf} sie bei Temperaturen von
300 - 350 °C betrieben werden muf, was bei praktischer Anwendung (z.B. in E-Autos) umfangreiche
Wiérmeisolierungen notwendig macht, womit sich die tatséichlich erreichbare Energiedichte wesentlich
verringert.

6.3 Chemische Brennstoffzellen

Beim Akkumulator wird die chemische Energie der im Akkumulator vorhandenen Reaktionspartner zur
Umwandlung in elektrische Energie genutzt. Die Reaktionsprodukte verbleiben innerhalb der Zellen und
fithren zum Abbau der Potentialdifferenz (Entladung) zwischen den Polen. Die Energiespeicherfihigkeit
von Batterien und Akkus ist daher begrenzt.

Dieser Nachteil wird bei chemischen Brennstoffzellen vermieden, weil hier die Reaktionspartner von
auflen kontinuierlich zugefiihrt werden. In Abb. 40 ist ein vereinfachtes Schema einer mit Wasserstoff
und Sauerstoff betriebenen Brennstoffzelle dargestellt. Hier wird die elektrische Energie in der stark
exothermen Knallgas-Reaktion

2H, + Oy — 2H50

gewonnen, die jedoch in der Brennstoffzelle unter kontrollierten Bedingungen abliuft, um eine explosi-
onsartige Energiefreisetzung zu vermeiden. Der Trick bei Brennstoffzellen ist die rdumliche Trennung
von Oxidations- und Reduktionsreaktion. Die Knallgas-Reaktion wird dabei durch eine geeignete Kon-
struktion der Brennstoffzelle aufgespalten in die kathodische Teilreaktion (Reduktion)

O2 +2H30 +4e~ — 40H™
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Abbildung 40: Brennstoffzelle mit Hs und Os Zufuhr und Kalilauge als Elektrolyt

an der Ag Elektrode, welche je ein Elektron an die vier Reaktionsprodukte OH™ abgibt (Elektronen-
aufnahme = Reduktion) und die anodische Teilreaktion (Oxidation) an der Ni Elektrode

HQ + 20H™ — 2H20 + 2e” ,

bei der pro OH™-Radikal ein Elektron abgegeben wird (Elektronenabgabe = Oxidation). Die Bezeich-
nung Anode und Kathode ist hier wie beim Akkumulator nicht sehr zweckméfBig, denn die Elektroden
("Ni-Anode”) werden hier entsprechend der chemischen Reaktion bezeichnet!

Brennstoffzelle mit Hy und Oy Zufuhr und Kalilauge als Elektrolyt.

Fiir die beiden Reaktionen sind sowohl ein Katalysator als auch eine wifirige Elektrolytlosung erfor-
derlich. Deshalb kann die Reaktion nur an der Dreiphasengrenze von Gas, Elektrolyt und Katalysator
ablaufen. Dies erfordert eine spezielle Struktur und geometrische Anordnung der Elektroden. Man
verwendet z.B. porose Elektroden, durch welche sowohl das zugefiihrte Gas (Og bzw. Hs) als auch der
Elektrolyt eindringen konnen. Die Dreiphasengrenze entspricht dem Meniskus des Elektrolyten (Abb.
40 b) in den Poren der Elektrode, der sich beim Gleichgewicht zwischen Gasdruck und Fliissigkeitska-
pillardruck einstellt.

Dazu miissen die Poren einen passenden Durchmesser haben. Als Katalysator kénnen z.B. Nickel
fiir die Ho-Elektrode und Silber fiir die Oo-Elektrode verwendet werden.

Typische Leistungen solcher Brennstoffzellen sind 0.5 W pro cm? Elektrodenfliiche bei einer Span-
nung von etwa 0.8 V. Man mufl deshalb fiir den Einsatz zum Autoantrieb mehrere Zellen hintereinan-
derschalten, um eine fiir Antriebselektromotoren giinstige Spannung zu erreichen.

Der Vorteil von Brennstoffzellen ist die direkte Umwandlung von chemischer Energie ohne den
Umweg iiber die Wiarmeenergie (wie das bei fossilen Kraftwerken notwendig ist). Deshalb entfillt hier
die Begrenzung durch den Carnot-Wirkungsgrad.

Neben den alkalischen Brennstoffzellen, wurden auch weitere Arten von Brennstoffzellen entwickelt,
wie z.B. die Proton-Exchange-Membran- (PEM)-Brennstoffzellen. Dabei ist das Kernstiick die Proton
leitfihige Membran (z.B. PTFE Polymere). Die Elektroden miissen gasdurchliissig sein und sind gra-
nulare Pt bzw. Pt/Ru Katalysatoren. An der Wasserstoffelektrode (hier als Anode bezeichnet, obwohl
sie negativ geladen ist) wird Wassestoff anodisch oxidiert zu Protonen:

Hy — 2H' + 2~

An der Sauerstoffelektrode (Kathhode die aber positiv ist) wird Sauerstoff kathodisch reduziert und
rekombiniert mit Protonen zu Wasser

Oy + 4e~ — 20%>~ Rekombination O0?*~ +2HT — H,0

Das bisherige Hauptproblem ist die langsame Vergiftung des Katalysators durch geringe Verunreini-
gungen in den zugefiihrten Gasen. Inzwischen ist es jedoch gelungen, sehr langlebige und leistungsstarke
Brennstoffzellen zu entwickeln, die in Verbindung mit einem Elektromotor eine interessante Alternative
zum Benzin- oder Dieselmotor darstellen, weil sie als Abfallprodukt lediglich Wasser abgeben.
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Fig. 1 Schematic drawing of a hydrogen/oxygen fuel cell and its reac-
tions based on the proton exchange membrunml cell [PEMFC).

Abbildung 41: Proton Exchange Membrane Fuel Cell PEMFC
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Abbildung 42: Zum Innenwiderstand einer Spannungs- bzw. Stromquelle.

6.4 Zum Innenwiderstand von Spannungs- und Stromquellen

Jede Spannungs- bzw. Stromquelle hat einen Innenwiderstand R;, der daher kommt, daf} die Ladungs-
trager beim Transport Stoéf3e erleiden. Wenn die Klemmenspannung der unbelasteten Spannungsquelle
Up ist (siche Abb. 42, man nennt Uy auch elektromotorische Kraft EMK), dann sinkt bei Belastung
mit einem dufleren Lastwiderstand R, die Klemmenspannung beim Strom I = Uy/(R; + R,) auf den
Wert: R R
by

Die Klemmenspannung wird daher abhéingig vom Verbraucherwiderstand. Mit entsprechender elek-
tronischer Spannungsstabilisierung kann der Innenewiderstand sehr klein gemacht werden, sodaf die
Klemmenspannung in einem weiten Bereich fast unabhingig von der Last R, wird. = Spannungsquelle
(kleiner Innenwiderstand).

Fiir einen Stromquelle, bei der der Strom moglichst unabhingig vom Lastwiderstand sein sollte,
wird der Innenwiderstand moglichst hoch gewiihlt werden.

U="Uy— IR, =Up(1
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Abbildung 43: Elektronenrsre, Vakuumdiode

7 Elektrischer Strom im Vakuum

Im Vakuum miissen zum Stromtransport freie Ladungstriger z.B. durch Emission von Elektronen aus
glithendem Metall erzeugt werden. Dazu heizt man eine Elektrode (Glithkathode(-)) mit einem Heiz-
strom auf. Thr gegeniiber befindet sich im gleichen Vakuumgef&$ die kalte Anode (+); zwischen beide
Elektroden legt man eine Spannung, die den Anodenstrom bewirkt (Vakuumdiode, Abb. 43)

7.1 Elektronenemission aus Festkorpern

Bei der Erorterung des Energiebéndermodells wurde bereits auf die Austrittsenergie oder Austrittsar-
beit, d.i. die Energiedifferenz zwischen dem Ferminiveau und dem Potential der Festkorperoberfliche
(= Vakuumniveau), hingewiesen. Damit Leitungselektronen aus dem Kristall austreten, mufl man ih-
nen mindestens Energie entsprechend der Austrittsarbeit zufiihren. Dies kann auf verschiedene Arten
erreicht werden:

1. Photoelektronenemission

Hallwachs beobachtete, dafl mit ultraviolettem Licht aus einer Zinkplatte Elektronen heraus gelost
werden konnen (Hallwachseffekt; vorher bereits #hnliche Beobachtungen durch H. Hertz). Die
kinetische Energie der ausgelosten Elektronen ist umso gréfler, je kurzwelliger das UV-Licht ist;
iiber einer gewissen Grenzwellenléinge konnten keine Elektronen emittiert werden. Die Erkldrung
folgt aus der Einsteinschen Gleichung:

me - v2

2

Zh-IJ—WA (24)

(Elektronenenergie unabhiéingig von der Lichtintensitdt !).

Ein Lichtquant mit der Frequenz v hat die Energie hv; ist diese grofier als die Austrittsarbeit eines
Elektrons im betreffenden Kristall, kann es zur Emission kommen, sonst nicht; die Restenergie
des absorbierten Photons tritt als kinetische Energie des Elektrons wieder auf. Anwendungen
dieses Photoeffekts in der Technik sind vor allem die Fotozelle (fiir sichtbares Licht werden Alka-
limetallschichten verwendet).

2. Thermische Emission

Bei hohen Temperaturen wird auch das Elektronengas eines Metalles aufgeheizt; die einzelnen
Elektronen konnen damit leichter aus dem Metall austreten. Infolge ihrer Temperaturbewegung
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haben nicht alle Elektronen dieselbe Energie, sondern weisen eine Geschwindigkeitsverteilung auf
(Maxwell-Verteilung). Die Emission wird umso stérker sein, je hoher die Temperatur und je
kleiner die Austrittsarbeit ist. Der quantitative Zusammenhang wird durch die Richardson-
Dushman-Gleichung gegeben:

Wa

jo=A-T?.e KT ; (25)

Js - .. Emissionsséttigungsstrom, A ... Dushman-Konstante (folgt aus der Fermistatistik A = 2 —
6-105A.m~2.K~2 fiir Einelektronen-Kristalle), T'... Absolute Temperatur, Wy ... Austrittsarbeit
liegt im Bereich von 2-5eV, k... Boltzmann-Konstante; k = 1.38 - 10722 J - K=, kT(300K) =
25meV! .Wenn man an die aufgeheizte Metalloberfliche eine entsprechende Spannung anlegt,
konnen die ausgetretenen Elektronen als Emmissionstrom gemessen werden. Ansonst bildet sich
eine negative Raumladungswolke, die die ausgetretenen Elektronen wieder zuriick in das Metall
treibt.

Meist kann der Einflul der Temperatur im quadratischen Glied gegeniiber der exponentiellen
Abhéngigkeit vernachlissigt werden. Gute Elektronenemitter sollen nun einerseits eine moglichst
niedrige Austrittsarbeit, andererseits einen moglichst hohen Schmelzpunkt haben. Die letzte
Forderung fithrt dazu, dal man bei den reinen Metallen im allgemeinen hochschmelzende wie W,
Ta oder Mo verwendet, obwohl ihre Austrittsarbeiten ziemlich grof§ sind.

. Schottky-Effekt

Erhoht man das beschleunigende E-Feld wesentlich iiber den Wert, der zur Messung des thermi-
schen Sittigungsstromes notwendig ist, so wird bei Feldstiérken oberhalb 10° V/m die Potential-
schwelle an der Grenzfliche Metall/Vakuum merklich abgesenkt. Wenn an der Leiteroberfléiche
die Feldstéirke E herrscht, so ist das Potential ¢ = E.x und die potentielle Energie des Elektrons
wird um AE,,; = —eEz vermindert. = Die Austrittsarbeit wird vermindert und der thermische
Emmissionsstrom erhoht sich: = Schottky-Effekt.

. Feldemission

Wenn an der Oberfliche eines Kristalls eine sehr hohe Feldstirke auftritt (>10° V/m, Spitzen-
elektrode, etc.), so dndert sich der Potentialverlauf so stark, dafl aus der Potentialschwelle eine
Potentialbarriere der Breite Az und Hohe AFE wird. Der quantenmechanische Tunneleffekt liefert
eine merkliche Wahrscheinlichkeit, daf§ Elektronen aus dem Kristall durch diese Barriere durch-
tunneln konnen. Der Emissionsstrom ist umso grofler, je kleiner die Austrittsarbeit und je hoher
die Feldstérke ist.

. Sekundéirelektronenemission

Elektronen konnen aus Kristallen auch gelost werden, indem man Elektronenstrahlen auf die
Oberfliiche schieft; ein auftreffendes Elektron kann entweder reflektiert werden oder in das Kri-
stallgitter eindringen und dort ein Elektron herausschlagen; der Quotient aus der Zahl der von der
Oberfliche wegfliegenden Elektronen und der auf die Oberfliche auftreffenden Elektronen heifit
Sekundéirelektronenemissionskoeffizient. Er hingt von der Kristallart, vom Auftreffwinkel
und von der Elektronenenergie ab und hat fiir eine Primérelektronenenergie zwischen 500 und
1000 eV bei Metallen Werte zwischen 0.5 und 1.5 und bei Isolatoren und Halbleitern bis zu 20.

Die Sekundérelektronenemission wird vor allem bei Sekundérelektronenvervielfachern (SEV; Mul-
tiplier) angewendet, wo hintereinander angeordnete gut emittierende Flichen mit einer dazwi-
schen liegenden Beschleunigungsspannung zur Elektronenstrom-Multiplikation beitragen; diese
Multiplier werden zur Photonen- oder Teilchenzdhlung in vielen Bereichen der experimentellen
Physik angewendet.

7.2 Raumladungsgesetz

In einer Anordnung mit Kathode (Minuspol), die Elektronen emittiert und Anode (Pluspol) fliefit bei
Anlegen einer Spannung nicht der volle Séttigungsstrom, sondern im allgemeinen ein wesentlich gerin-
gerer. Dieser infolge der Raumladung begrenzte Strom héingt von der Geometrie der Anordnung und
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Abbildung 44: Photoeffekt (a), Thermoemission (b), Schottkyeffekt (c), Feldemission (d)
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Abbildung 45: Zur Ableitung des Raumladungsgesetzes

von der Spannung zwischen Kathode und Anode ab. Wir wollen fiir den einfachsten ebenen Fall (siehe
Abb.45) den Zusammenhang zwischen Spannung und Strom fiir Elektronen (das sog. Raumladungsge-
setz) aufstellen.

Da Ladungen zwischen Anode und Kathode vorhanden sind, gilt die Poissongleichung, die mit
folgenden Randbedingungen zu lésen ist:

0%U o(x)

Ox? o <N
Vereinfachte Ableitung des Raumladungsgesetzes: Wir behandeln die Verhiltnisse von Abb.45
als eindimensionales Problem:

U
E = E(z) (wenn keine Raumladung vorhanden ist E = konst. = U(x / Ede=FEx+C= 7033)
U = Ulx)
n = n(z) ...Ladungstrigerdichte C Lonst
v = wv(x) ...Geschwindigkeit der Ladungstriger 1= ’

Fiir einen stationdre Ladungsdichte (9p/0t = 0, = div j: 0) folgt aus der Kontinuititsgleichung,
daf} die Stromdichte j = konst. fiir alle z ist | Im Vakuum ergibt sich die Geschwindigkeit der La-
dungstriiger nach dem Energiesatz aus der durchfallenen Spannung U/(x):

OO ep@ — vy 2U (26)
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Fiir die Stromdichte erhalten wir somit:

2
j:e-n-v:e~n-\/—e-U. (27)
m

Die Strom-Spannungskennlinie des homogenen Feldes im Vakuum hat somit eine v/U-Abhéingigkeit,
wenn es nur sehr wenige Ladungen enthiilt. Das entspricht nun allerdings selten der Realitdt. Entweder
ist Materie (mindestens Gas) vorhanden, worin die Ladungsbewegung nicht ungebremst erfolgt, oder
man hat ein hinreichendes Vakuum und mufl dann die Ladungstréiger von auflen zufiihren, meist von
der Kathode aus (Gliihkathode, Photokathode). Dann ist es aber mit der Homogenitit des Feldes
vorbei; das kann so weit gehen, dafl am Erzeugungsort, der Kathode, gar kein Feld mehr anliegt,
sondern dafl es schon vorher durch Raumladungen ausgeglichen wird. Man spricht dann von einem
raumladungsbegrenzten Strom.

In der Vakuumrshre ist der Strom praktisch immer (in Festkérpern manchmal - besonders in Halb-
leitern) raumladungsbegrenzt. Die Ladungstrigerkonzentration n ist unter diesen Umstédnden ortsab-
héngig. Sie regelt sich von selbst auf die bereits oben erwiihnte Bedingung ein, dafl die Stromdichte
iiberall gleich ist. Waére das nicht der Fall, so wiirde sich dort, wo z.B. ein grofles j in ein kleines
iibergeht, Ladung anh#ufen; diese zusétzliche Raumladung wiirde das Feld im dahinterliegenden Raum
so weit abschirmen, dafl j dort absinkt, bis es sich dem allgemeinen Niveau angepafit hat. Dieser Aus-
gleichsvorgang hort erst auf, wenn ein durch j = konst. gekennzeichnetes Quasigleichgewicht herrscht;
j =e-n-v = konst. bedeutet aber n ~ 1/v: Wo wenige Triger sind, fliegen sie entsprechend schneller.

Andererseits werden in Gebieten hoher Ladungstrigerkonzentrationen viele Feldlinien verschluckt,
wodurch sich das Feld dort stark dndert. Diesen Zusammenhang beschreibt die Poisson-Gleichung:

d?U o dE

de2 ~  eg  dx
Wir untersuchen nun den raumladungsbegrenzten Fall, wo an der Kathode kein Feld ankommt: Fyq:p =
0. An der Anode herrscht das volle Feld: E,, =~ U/d. Wenn dieses Feld auf der Linge d abgebaut
wird, ist seine riumliche Anderung anndhernd:

dE _ B U

~ e N =

Ew _ 0. .
d =~ e ' T2
Damit erhalten wir fiir die Stromdichte mit v = /2eU/m :

. U 2¢ U3/?
JNEO.U.ﬁ:(—;O. E d2 R

Die exakte Rechnung unterscheidet sich von unserem Niherungsausdruck nur um den Faktor 4/9. Der
abgeleitete Zusammenhang wird als Child-Langmuirsches Raumladungsgesetz bezeichnet.

In Abb. 46 ist der Potentialverlauf zwischen Kathode und Anode fiir die Fille ohne und mit Emission
im Vergleich dargestellt. Durch die Raumladung der Elektronen wird das Potential vor der Kathode
solange erniedrigt, bis die Feldstirke an der Kathode gerade 0 ist (Austrittsgeschwindigkeiten der
Elektronen 0 angenommen); wihrenddessen wire der Potentialverlauf ohne Emission natiirlich linear.

Die Stromleitung im Vakuum (Elektronenrshre) wird durch dieses Raumladungsgesetz noch nicht
vollstéindig beschrieben. Bei U = 0 sollte demnach der Strom verschwinden. Er tut es aber nicht ganz;
sogar bei schwachen Gegenfeldern (bis anniihernd 1 V) kommt noch etwas Strom an, und zwar um so
mehr, je heifler die Gliihkathode ist (auf den Child-Langmuirschen Teil hat die Kathodentemperatur
dagegen keinen Einflu}). Bei diesem sog. Anlaufstrom handelt es sich um Elektronen, die nach dem
Austritt aus der Kathode gentigend thermische Energie haben, um auch gegen ein schwaches Gegenfeld
anzulaufen. Die Anlaufstromkennlinie ist ein Abbild des hochenergetischen ”Schwanzes” der Maxwell-

Verteilung. Sie wird beherrscht durch den (Boltzmann-)Faktor e
e|U]
janp =js-e kT
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Abbildung 46: Spannungsverlauf ohne Raumladung (a), mit Raumladung (b)
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Abbildung 47: Strom-Spannungsverlauf einer Elektronenrshre

Ia

i

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man die Kathodentemperatur bestimmen.

Abb. 47 zeigt die Gebiete des Anlaufstrombereichs, des Raumladungsbereichs sowie des Sittigungs-
bereichs, bei dem die U?/2-Kennlinie fiir grofe Anodenspannungen in einen horizontalen Teil iiber-
gegangen ist. Der Sattigungsstrom ist umso hoher, je heifler die Kathode ist, ist aber von der
Anodenspannung selbst unabhingig. Er kommt so zustande, daf§ das hohe Feld alle Ladungstréiger ab-
saugt, welche die Kathode liefern kann, ohne dafl sich der raumladungsbildende Stau vor der Kathode
ausbildet. Die Temperaturabhingigkeit des Sittigungsstroms entspricht dem Gesetz von Richardson
und Dushman. Analoge Verhiltnisse stellen sich auch beim Transport von Ionen im Vakuum ein.

7.3 Elektronenrohren

Eine (heute teilweise bereits historische) Anwendung der unipolaren Elektronenstrémung im Vakuum
sind die Elektronenrshren. Dabei kann durch Einfithrung weiterer Elektroden zwischen Anode und
Kathode (sog. Gitter) der raumladungsbegrenzte Elektronenstrom gesteuert werden, indem an die
Gitter variable Spannungen angelegt werden; am einfachsten sind die Verhiiltnisse bei der Triode,
welche nur ein Gitter (Steuergitter) besitzt.

Abb. 49 zeigt die typische Schaltung einer Triode, das Steuergitter wird negativer als die Ka-
thode betrieben, was den grofien Vorteil hat, dal damit einerseits Steuerwirkung, andererseits aber
verschwindender Gitterstrom und damit leistungslose Steuerung erzielt wird. Abb. 49 zeigt auch
das Anodenstrom-Anodenspannung-Kennlinienfeld einer solchen Triode (statische Kennlinie) mit der
Gitterspannung als Parameter; durch Anlegen einer Wechselspannung am vorgespannten Gitter und
Bestimmung von Anodenspannung und Anodenstrom, welche daraus resultieren, ergibt sich die dyna-
mische oder Betriebskennlinie.

Elektronenrshren wurden mit bis zu 7 Gittern hergestellt; sie sind heutzutage durch die Transisto-
ren stark zuriickgedringt worden, behaupten aber auf gewissen Gebieten (z.B. bei der Sendertechnik,
bei verlangter hoher Ausgangsleistung) noch ihren Platz; auch die Oszillographen-Bildrohren, die Fern-
sehbildrohren und moderne Rontgenrshren sind Hochvakuum-Elektronenrshren fiir spezifische Zwecke.

Rohren ohne Gitter (Dioden) wurden frither hiufig zur Gleichrichtung verwendet, sind aber heute
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Abbildung 48: Ladungsdiche und E-Feld in einer Vakuumr shre
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Abbildung 49: Triode und deren Strom- Spannungskennlinie
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Abbildung 50: Elektronenzustéinde im Potentialtopfmodell, W}, Bindungsenergie im Grundzustand
durch Halbleiterdioden praktisch vollkommen ersetzt.

8 Elektrischer Strom im Gas, elektrische Gasentladung

Die Stromleitung in Gasen wird durch freie Ladungstréger (Elektronen, Ionen) verursacht, die auf
verschiedenste Weise erzeugt werden kénnen. Man bezeichnet das Auftreten eines el. Stromes im Gas
als Entladung. Man unterscheidet:

e Unselbstéindige Entladung: Es werden die freien Ladungstriger von auflen erzeugt. Quellen
dafiir sind hohe Temperaturen (heifle Metalloberflichen, Flammenentladung); Teilchenstrahlung
(radioaktive Quellen, Hohenstrahlung), elektromagnetische Strahlung (UV- und ~-Strahlung)

e Selbsténdige Entladung: Es werden die freien Ladungstréger durch das elektrische Feld erzeugt

8.1 Ionisationsmechanismen

Positive Tonen entstehen dadurch, daff durch irgendeinen der im folgenden angefiihrten Mechanismen
einem Atom ein oder mehrere Hiillenelektronen entfernt werden. Bedingung fiir Ionisation ist, daf die
zugefiihrte Energie W grofler ist als die Bindungsenergie des Grundzustandes (Abb.50); ist W < W5,
so kann das Elektron in der Atombhiille nur angeregt werden. Der angeregte Zustand ist instabil,
nach kurzer Zeit wird das Elektron in den Grundzustand unter Emmission von Licht zuriickkehren.
(Wyp(He) = 24,6 eV, Wp(Ne) = 21,6 eV, W,(Ar) = 15,8 eV, W, (H) = 13,6 €V)

Die zusitzliche Anlagerung von Elektronen und damit die Bildung negativer Ionen ist ebenfalls
moglich. Man mifit die Wahrscheinlichkeit, mit der ein bestimmter Prozefl in atomaren Dimensionen
eintreten kann mit dem Wirkungsquerschnitt, d.i. jene gedachte Fliche, welche ein Teilchen einem Re-
aktionspartner darbieten miifite, damit die Reaktion mit der tatsiichlich gemessenen Hiufigkeit auftritt;
typische Wirkungsquerschnitte fiir Ionisationsreaktionen liegen in der Gegend von 10~2° m?. Folgende
Prozesse fithren zur Ionisation von Atomen oder Molekiilen:

1. Elektronenstof}

Elektronen treffen auf Gasteilchen auf; wenn die Elektronenenergie die Bindungsenergie iiber-
steigt, wird Ionisation moglich, d.h. das Elektron lost ein Hiillenelektron ab, und ein positives
Ton bleibt zuriick. Der Wirkungsquerschnitt ist abhéingig von der Elektronenenergie. Der Elek-
tronenstof ist in Gasen meist der wirksamste Ionisationsprozef, er gehort allgemein zu den inela-
stischen Stofiprozessen; beim Versuch von Franck und Hertz wurde erstmal die Ionisierung
durch Elektronenstofl im Quecksilberdampf eindrucksvoll demonstriert.

2. Tonenstof3

Trifft ein Ion auf ein neutrales Atom, so sind je nach der Energie der Reaktionspartner im ge-
meinsamen Schwerpunktsystem zwei Prozesse moglich; entweder wird das neutrale Atom ionisiert,
oder es findet Ladungsaustausch statt, d.h., das stoflende Ion iibernimmt das vom Neutralatom
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abgeloste Elektron. Bei allen derartigen Prozessen miissen natiirlich stets die Erhaltungssitze
gelten. Auerdem mufl die Gesamtladung der Reaktionspartner erhalten bleiben.

3. Photoionisation

Wenn die Energie eines Lichtquants gréfier als die Ionisationsenergie eines Atoms ist, so kann
dieses auch durch Einwirkung von elektromagnetischer Strahlung ionisiert werden; sichtbares
Licht reicht dazu nicht aus.

4. Thermische Ionisation

In sehr heiflen Gasen treffen die unter 1., 2., und 3. angefiihrten Ionisationsprozesse derart
zusammen, dafl dann die Dichte der Neutralteilchen gegeniiber der Ionendichte vernachléssigbar
wird. Man kann dann den Ionisationsgrad eines derartigen heiflen Gases (nach Langmuir auch
Plasma genannt) mit thermodynamischen Methoden berechnen.

5. Rekombinationsprozesse

Diese zur Ionisation inversen Prozesse konnen sowohl zwischen Einzelteilchen (Volumsrekombina-
tion bei Plasmen), als auch zwischen Ionen und Festkorperoberflichen stattfinden (Wandrekom-
bination).

8.2 Elektrische Gasentladungen

Wenn in einem Gas ein elektrisches Feld herrscht, so werden vorhandene Ladungstréger (es sind immer
infolge der Hohenstrahlung geringe Ladungstrigerkonzentrationen vorhanden) beschleunigt und koén-
nen ihrerseits weitere Ionisationsprozesse hervorrufen. Dadurch entstehen zusiitzlich Ladungstriger,
welche wieder beschleunigt werden; je nach den Gegebenheiten tritt eine mehr oder weniger lawinen-
artig (Multiplikation) steigende Ladungstrigerkonzentration auf, was zum sog. Durchbruch fiihrt:
Das Gas wird elektrisch mehr oder weniger gut leitend. Der Ladungstrigermultiplikation wirken die
Rekombinationseinfliisse entgegen und es bildet sich bei einer elektrischen Gasentladung je nach den
Gegebenheiten ein fiir diese typischer Gleichgewichtszustand aus. Diese Erscheinungen sind duflerst
vielfiltig und bilden zusammen mit den elektromagnetischen Wirkungen bei Gasentladungen das Ge-
biet der Plasmaphysik (man versteht unter Plasma allgemein ein Gas, das soweit ionisiert ist, daf
seine makroskopischen und mikroskopischen Eigenschaften dadurch wesentlich beeinflufit werden).

Man kann versuchen, in das Gebiet der elektrischen Gasentladungen anhand von Abb. 51 etwas
Systematik zu bringen.

Wir haben ein Entladungsgefif}, in dem sich verdiinntes Gas befinden mége; mit Hilfe einer einstell-
baren Spannungsquelle und einem regelbaren Vorwiderstand kann jede beliebige Strom-Spannungskombination
eingestellt werden; wir unterscheiden dann im wesentlichen (je nach Entladungsgefif3dimensionen, Ka-
thodenmaterial und Grofle, Gasdruck und Gasart bei verschiedenen Strom- und Spannungswerten)
folgende Erscheinungen (Abb. 51):

e A) UNSELBSTANDIGE ENTLADUNG

¢ Rekombinationsbereich: Vereinzelte Multiplikationserscheinungen, die aber nicht zu einer sta-
tiondren Entladung fiihren. Linearer Stromanstieg (Ohmscher Bereich): Die durch die Prozesse
1-4 entstandenen Ladungstriger erhalten eine Driftgeschwindigkeit vp = eTE /m. Auf dem Weg
zu den Elektroden konnen sie rekombinieren. Die Zahl der Rekombinationen héngt von der Zeit
zwischen Entstehung und Ankunft auf den Elektroden ab und sinkt daher mit steigendem E.
Ist die Zahl der pro Zeiteinheit auf die Elektroden auftreffenden Ladungstriger klein gegen die
Rekombinationsrate, so wird das Gleichgewicht zwischen Erzeugungs- und Rekombinationsrate
nicht wesentlich gestort und man hat eine stationéire Ladungstrigerkonzentration mng:q¢. Dies fiihrt
ZU ] = Ntar q(py + u_)ﬁ; somit gilt das Ohmsche Gesetz. Steigt die Spannung weiter sinkt die
Rekombinationsrate, da ¥p zunimmt und die Zeit zur Rekombination abnimmt.

e Sittigungsbereich des Stromes, wenn alle gebildeten Ladungstriiger die Elektroden erreichen
bevor sie rekombinieren.
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Abbildung 51: Strom-Spannungscharakteristik eines ionisierten Gases

Stoflionisationsbereich: Erreicht die Spannung den kritischen Wert Ux so erhalten die La-
dungstriger innerhalb der mittleren Stofizeit geniigend Energie, um beim Stol mit neutralen

Atomen diese zu ionisieren. = starker Stromanstieg im Bereich der unselbstindigen Entladung
dI/dUu > 0.

B) SELBSTANDIGE ENTLADUNG: Oberhalb der Ziindspannung Uy = Ug tritt selb-
standige Gasentladung auf. Uy hingt von der Elektrodenform und Gasdruck ab. Bei hoheren
Spannungen ist die Gasentladung meist mit Emission von Licht verbunden, wobei die Farbe (Fre-
quenz) des Lichtes von dem verwendeten Gas abhingt. Die Gasatome werden durch die Stofle

angeregt, beim Riicksprung in den Grundzustand emittieren sie fiir das Atom charakteristisches
Licht.

Dunkelentladung, sog. Townsendentladung: Pro urspriinglich vorhandenem Elektron ent-
stehen im Gas durch Ionisationsprozesse soviele Ladungstriiger, dafl eine Entladung aufrecht er-
halten werden kann. Die Anzahl der freien Ladungstréiger und ihr Energiegewinn wihrend der
Stofizeit reichen noch nicht fiir deutliche Lichtemission aus. Dann tritt Stromverstirkung auf:
erstmals eine negative Charakteristik dI/dU < 0, d.h. hier entstehen bereits soviele Ladungstré-
ger, dafl der Strom trotz sinkender Spannung ansteigt; in diesem Gebiet werden z.B. Zihlrohre
fiir ionisierende Strahlung betrieben.

Normale Glimmentladung ist mit deutlicher Lichtemission verbunden: die auf die Kathode
aufprallenden Ionen schlagen Sekundérelektronen heraus, welche ihrerseits zur Ionisation des Ga-
ses beitragen. Mit steigendem Strom tragen immer grofiere Teile der Kathode zur Lieferung von
Sekundéirelektronen bei, die Kathode wird im zunehmenden Mafle mit einer Glimmhaut {iberzo-
gen, bis auch dieser ProzeB nicht mehr ausreicht; es entsteht dann der Ubergang zur

Anomale Glimmentladung: die Spannung mufl wieder ansteigen, damit die auf die Anode
zufliegenden Elektronen ofter ionisieren kénnen; es entstehen im zunehmenden Mafle Dunkel-
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Abbildung 52: Leuchterscheinungen in einer Glimmenetladung; Raumladungsverlauf (a) Feldstérke (b)
und Potential (c) in einer Glimmentladung.
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Abbildung 53: Kohlenbogenlampe (a), Bogenentladung beim Schweifien (b).

rdume, d.s. Bereiche, in denen die Elektronen mittels erhchter Spannungsgradienten beschleunigt
werden.

e Bogenentladung ist bei hoher Stromdichte mit grofler Lichtintensitit verbunden. Wenn die
Tonen mit geniigen Energie und Intensitit auf die Kathode auftreffen, kann diese so aufgeheizt
werden, daf} sie thermisch Elektronen emittiert. Die Entladung wird zur Bogenentladung (Abb.
53) und zeichnet sich nun durch besonders hohen Strom bei niedriger Entladungsspannung aus.

Bei Glimm- und Bogenentladung unterscheidet man neben den diversen Dunkelrdumen in der Ent-
ladung vor allem drei Bereiche:

Kathodenfall: Erster Dunkelraum; die von der Kathode emittierten Elektronen werden erstmals
zum FErreichen der Ionisationsfihigkeit beschleunigt, der Spannungsgradient ist deshalb dort ziemlich
grof3.

Positive Sadule: Hier sind Ionen und Elektronen nebeneinander vorhanden, es handelt sich um
ein typisches Plasma, in dem Quasineutralitit herrscht, da jede Abweichung von derselben sofort hohe
Feldstirken hervorruft, die dieser Abweichung entgegen wirken. Die positive Séule zeigt auch die fiir die
jeweilige Gasart typische Lichtaussendung und dient daher Beleuchtungszwecken, z.B. bei den Leucht-
stofflampen, bei denen diese Strahlung auf einen an der Innenseite des Entladungsgefiifies angebrachten
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fluoreszierenden Belag auftrifft. In der positiven Siule ist der Spannungsgradient sehr klein, ein derar-
tiges Plasma ist also praktisch ein Aquipotentialgebilde.

Anodenfall: Gebiet mit erhohtem Spannungsgradienten zwecks Nachlieferung von fehlenden La-
dungstriagern, manchmal aber auch gar nicht vorhanden oder gar mit einer abfallenden Spannung.

Die Anwendungen elektrischer Gasentladungen sind iiberaus vielfiiltig: Sie dienen neben Beleuch-
tungszwecken (Bogenlampen, Leuchtstofflampen, Hochspannungsglimmlampen fiir Reklamezwecke, Hoch-
drucklampen fiir hohe Lichtausbeute) auch elektrischen Schalt- und Gleichrichterzwecken (Thyratron,
Quecksilberdampfgleichrichter), sowie zur Erzeugung von Ionen fiir Technik und Wissenschaft. Histo-
risch waren Gasentladungen die Quellen von Elektronenstrahlen (”Kathodenstrahlen”) und Ionenstrah-
len ("Kanalstrahlen”); Ionenstrahlen finden Anwendung fiir Tonentriebwerke und zur Beschleunigung
von Jonen in der experimentellen Physik.

Bei sehr hohen Temperaturen sind die Atome vollstéindig ionisiert, d.h. das ”Gas” besteht nur aus
Elektronen und Ionen, die nicht mehr rekombinieren. Diesen Zustand bezeichnet man als Plasma,
dessen Eigenschaften wesentlich verschieden von denen des Gases (Fliissigkeit & Festkorper) sind. Man
kann ein Plasma als einen vierten Aggregatzustand der Materie auffassen.

Die fiir die Zukunft vielleicht wesentlichste Anwendung von Ionenstrahlen bzw. plasmaphysikali-
schen Erscheinungen betrifft die thermonukleare Fusion, wo man bemiiht ist, derart heiffe Plasmen
zu erzeugen, daf} die einzelnen (in diesem Falle vollkommen ionisierten) Atome miteinander Kernreak-
tionen eingehen kénnen. Thermonukleare Fusion kann dann als Energiequelle dienen, wenn das Produkt
aus Ionendichte und Plasmaeinschluf3dauer bei einer fiir Kernfusionsprozesse giinstigen Plasmatempe-
ratur (> 100 Millionen K) den Wert von etwa 10?! m~3 s iiberschreitet (Lawson-Kriterium).

9 Statische Magnetfelder

Bereits im Altertum wurde beobachtet, dafl bestimmte Mineralien, die in der Nihe der Stadt Magnesia
in Kleinasien gefunden wurden, Eisen anzogen. Daher nannte man sie Magnete und nutzte sie in Form
von Kompafinadeln zur Navigation. Eine befriedigende Erkldrung dieser Permanentmagnete erfolgte
erst mit Hilfe der modernen Festkorperphysik.

Bis zum Beginn des 19. Jahrhunderts gab es keine Veranlassung, zwischen elektrischen und ma-
gnetischen Erscheinungen Gemeinsamkeiten zu sehen. Auf der einen Seite waren die durch elektrische
Ladungen und galvanische Strome hervorgerufenen Erscheinungen bekannt, auf der anderen Seite sog.
magnetische Wirkungen, die Kompafinadel, das irdische Magnetfeld und die magnetischen Eigenschaf-
ten gewisser Eisenerze.

Um 1820 hat Oersted nachgewiesen, dafl ein elektrischer Strom eine Kompafinadel beeinflufit, also
ein magnetisches Feld hervorruft. Dies war der Ausgangspunkt aller klassischen Theorien der elektro-
magnetischen Erscheinungen, welche vor allem auf die Arbeiten von Ampére, Faraday und Maxwell
aufgebaut waren. Um 1890 entdeckte Hertz elektromagnetische Wellen, welche auch mit der Max-
wellschen Theorie erklért werden konnten. Auch die spezielle Relativitdtstheorie wurde zur Kldrung
der elektromagnetischen Erscheinungen bei bewegten Ladungen herangezogen; Arbeiten von Lorentz
iiber diese Erscheinungen miindeten schliellich 1905 in die grundlegende Arbeit von Einstein iiber die
?Elektrodynamik bewegter Korper”.

Es wird im folgenden gezeigt, daf} die Erscheinungen des Magnetismus bei konsequenter Anwendung
der speziellen Relativitéitstheorie zwanglos aus elektrischen Erscheinungen folgen. Auch der Magnetis-
mus in Materie wird auf bewegte Ladungen im atomaren Bereich zuriickgefiihrt. Wesentlich ist, dafl
Elektrizitdt und Magnetismus nicht zwei wesensverschiedene Dinge sind. In der Magnetostatik ist es
manchmal vorteilhaft, sie unterschiedlich zu behandeln. Diese Tatsache spiegelt sich primér auch in den
verwendeten Maflsystemen wider. Man kann entweder von den elektrischen Erscheinungen ausgehen
und die magnetischen daraus folgern oder umgekehrt, oder man kann formal auch an der Eigenstéin-
digkeit beider festhalten, wodurch sich die Dimension des Mafisystems um eins erhsht.

9.1 Magnetische Dipole; Polstirke

Die bekannten Versuche der Sichtbarmachung magnetischer Feldlinien eines Permanentmagneten mit
Eisenpulver zeigen, dafl alle bisher untersuchten Permanetmagnete Dipole sind. Dabei wird jener Pol
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des Stabmagneten als magnetischer Nordpol (der andere als magnetischer Siidpol) bezeichnet, der bei
frei drehbarer Aufhiingung nach Norden zeigt, also zum magnetischen Siidpol. Weiters zeigt sich, dafl
sich gleichnamige Pole abstoflen und ungleichnamige anziehen, analog zur Elektrostatik. Das Analogon
zur Ladung @ in der Elektrostatik ist die magnetische Polstirke p in der Magnetostatik.

Zur Bestimmung von p kann eine Anordnung analog zur Coulombschen Drehwaage (Abb.55) ver-
wendet werden, um die Kraft zwischen zwei Polen p; und ps im Abstand r zu bestimmen.

] P1-p2
Die Proportionalitéitskonstante hingt von der Wahl des Maflsystems ab; im CGS System ist f =
1; im SI System wird ihre Groflie durch den Vergleich mit den magnetischen Kriften zwischen zwei
stromdurchflossenen Leitern definiert und erhilt damit analog zur Elektrostatik:

1 \Y%
mit  py = 477.10_7A—S
m

- AT g
Lo--. magnetische Permeabilitdtskonstante. Damit ergibt sich fiir die magnetische Polstérke
[p] =1V .s

Trotz dieser Analogie zur Elektrostatik hat man bis jetzt keine magnetischen Monopole gefunden, weder
durch Teilung (Abb. 55b) noch bei einem anderen Experiment. Dies hat auch fiir die magnetischen
Feldlinien die Konsequenz, daf} sie immer in sich geschlossen sind (sie laufen im Magnet weiter).

Analog zum elektrischen Feld kann man die magnetische Feldstirke H der Polstérke p1 eines
Stabmagneten definieren als den Grenzwert

—

— F

H = lim — (29)
p2—0P2

d.h. die die Polstéirke des Probemagneten mufl sehr klein gegen den Feldmagnet sein. Die Dimension

(SI) von H ergibt sich aus den Gleichungen 28 und 29

Wegen der formalen Analogie zur Elektrostatik wurde H als magnetische Feldstérke bezeichnet, obwohl
sich spéter herausstellte, dafl zur Beschreibung von Magnetfeldern insbesonders in der Elektrodynamik
die magnetische Induktion oder auch magnetische Flufldichte B die priméire Grofle ist. Im
Vakuum gilt:

B = ot
In manchen Lehrbiichern wird nun B als magnetische Feldstirke und H als magnetische Erregung
bezeichnet, obwohl die obige Bezeichnung die SI Definition ist. Aus der Dimension von p ergibt sich

die Dimension von B :
[B] =1Vs/m® = 1Tesla = 1T

Im CGS System haben B und H gleiche Dimension aber unterschiedliche Bezeichnungen [B] = 1G =
107T; [H] = 10e= 9% A /m~ 80 A/m.

Das Erdmagnetfeld liegt im Bereich von 20 - 50 uT; 50 uT = 0,56G = 0,50e = 39,81 A/m; im
Luftspalt eines konventionellen Elektromagneten erreicht man etwa 2,5T, in supraleitenden Magneten
bis zu 23 T.

9.2 Magnetfelder stationirer Stréome

Dafl magnetische Kriifte etwas mit bewegten elektrischen Ladungen zu tun haben miissen, sehen wir
ganz einfach aus der Tatsache, dafl ein Stabmagnet und ein stromdurchflossener Leiter einander be-
einflussen. Parallele stromfiihrende Leiter beinflussen sich ebenfalls: fliefen die Strome in gleicher
Richtung, so ziehen einander die Leiter an, anderenfalls stoflen sie sich ab. Wenn zwischen die beiden
Leiter ein (nicht magnetisierbares) Abschirmungsblech gebracht wird, #ndert sich gar nichts; es kann
sich also nicht um Coulombsche Krifte handeln.
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Abbildung 54: Die Lage der magnetischen und geometrischen Pole der Erde stimmen nicht iiberein;
der magnetische S iidpol befindet sich in der Nihe des geometrischen Nordpoles.

e < langer Feld- (b)

__magnet

Abbildung 55: Magnetische Drehwaage zur Bestimmung von F zwischen den Magnetpolen (a), es
wurden bisher keine magnetischen Monopole gefunden (b).

@@% 1

Abbildung 56: Stabmagnet und stromdurchflossener Leiter
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Das konzentrische Magnetfeld um einen stromfiihrenden geraden Leiter kann mit einer Kompafinadel
bzw. mit Fe Pulver nachgewiesen werden (Abb. 56). Schaut man in Richtung von I, so entspricht die
Richtung von B oder H einer Rechtsschraube.

Eine stromdurchflossene zylindrische Spule erzeugt ein magnetisches Dipolfeld, das dem eines Stab-
magneten entspricht. Verwendet man bei der magnetischen Drehwaage Spulen statt der Stabmagneten,
so findet man ein dquivalentes Verhalten. An den Enden der Spule ergibt sich ein Nord- bzw. Siid-
pol (Abb. 57), die sich bei Stromumkehr vertauschen. Die Feldlinien sind geschlossene Kurven. Zur
Berechung von B werden noch einige Begriffe eingefiihrt.

N
-~ Spulen-
achse

Abbildung 57: Magnetfeld einer stromdurchflossenen Spule

9.2.1 Magnetischer Fluf3, magnetische Spannung und Ampeéresches Gesetz

Analog zum elektrischen Flu ¥ = &, = [ E - dA definieren wir den magnetischen Flufl

= / B-dA [®] =1V.s = 1T/m’
A

der ein Ma#f3 fiir die Zahl der Feldlinien durch eine Fliche ist.
Da alle Feldlinien geschlossen sind, folgt sofort (Abb. 58), dafi der gesamte magnetische Fluf§ durch
eine geschlossene Oberfliche, die das Volumen V' umgibt, Null sein muf}, denn es treten genau so viele

= dgg
B
s =
l\v
b) cI)mzfﬁg-dgzO c) . =0

Abbildung 58: Der magnetische Flufl ® durch eine geschlossene Fliche S ist Null.
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Feldlinien ein wie aus. —

Aus dem Gauflschen Satz ergibt sich:

— —

7{ B-dA:/ divB.dV = 0
A(V) 1%

(30)

Dies ist die mathematische Formulierung, dafl es keine magnetischen Monopole gibt! Nord- und Siidpol
(d.h. Quellen und Senken) sind untrennbar verbunden (im Gegensatz zur Elektrostatik, wo bei Anwe-
senheit von Ladungen gilt: divE = p/eg # 0). Das B-Feld ist quellenfrei; dies gilt immer, wihrend

die analoge Beziehung fiir H nur im Vakuum gilt. .
In der Elektrostatik ergibt das Linienintegral [E -ds = U = ¢; — ¢, die Spannung und das

Ringintegral iiber einen geschlossenen Weg ist § E.ds=0. Analog zur Elektrostatik bezeichnet man
J H.d3="U,, als "magnetische Spannung” U,,, obwohl das Integral die Dimension 1 A hat.

Ampéresches Gesetz: Man findet experimentell (Abb.59) fiir das Ringintegral ¢ H-d§=1I, wenn
der geschlossene Integrationsweg im Magnetfeld H eine Fliche A umschliefit, die von einem Strom [

durchflossen wird.
7( H-ds=1 bzw. 7{ B-d5=pyl (31)
C(A) C(A)

Mit [ j- dA = I und dem Stokesschen Satz ergibt sich

uo/f-djz% E-d§z/rot§-d/¥ —
c(a) A

rotB =y j bzw. rotH = j (33)

Die magnetische Spannung § H - d § kann auf verschiedene Weise gemessen werden:

e Man fithrt den Pol eines langen Stabmagneten mit der Postérke p im Halbkreis um einen strom-
durchflossenen Leiter (Abb. 59a) und mifit die je nach Umlaufsinn gewonnene oder aufzubringende
Arbeit:

1 |
W—ip}{H-dS—ipI

e Windet man eine diinne flexible Spule mit n Windungen um einen Leiter, so wird beim Einschalten
des Stromes I eine Induktionsspannung gemessen, die proportional zu ¢ H - d§ = nI ist (Abb.
59b, — Induktionsgesetz)

Mit dem Ampeéreschen Gesetz und dem magnetischen Flufl lassen sich die Felder spezieller Strom-
verteilungen leicht berechnen.

9.2.2 Magnetfeld eines geraden Leiters

Wie aus Abb. 56 ersichtlich ist, sind die Feldlinien eines stromdurchflossenen geraden Leiters konzen-
trische Kreise, auf denen jeweils ‘ﬁ ‘ = konst. gilt. Auf einem kreisformigen Integrationsweg (Abb. 60)

mit dem Radius » > rp um den zylindrischen Leiter mit Radius ry erhélt man bei Verwendung von
Polarkoordinaten

2m
]{ﬁ~d§ = Hrdep=2rrH=1 —
0
— 1 _ ol
H(r) = 5 bzw. B(r) = oy (34)
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Abbildung 59: Messung der magnetischen Spannung mit einem langen Stabmagneten (a) und einer
Induktionspule (b): beim Einschalten des Stromes wird in der Spule eine Spannung induziert, die am
Kondensator eine Stroméinderung bewirkt.
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Abbildung 60: Integrationweg entlang kreisfsrmiger Feldlinien (a) und Feldstéirke als Funktion des
Abstandes r von der Drahtmitte (b)
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Abbildung 61: Integrationsweg zur Bestimmung des Spulenfeldes.

Fiir einen Integrationsweg innerhalb des Leiters wird nur der Teil 7275 des Gesamtstromes umschlossen,
daher ist fiir v’ < rg :

o' B = pyr*mj — B:%r'
NOI /

B(r') = r (35)
2mr3

B(r) hat den groften Wert an der Oberfliche r = ¢ des stromfiithrenden Drahtes, siche Abb.60.

9.2.3 Magnetfeld im Inneren einer langen Spule

Aus dem Feldlinienbild einer Spule mit N Windungen (Abb. 57) ist ersichtlich, dafi das Feld im
Inneren praktisch homogen und im Auflenraum vernachléssigbar klein ist, insbesonders dann, wenn der
Durchmesser der Spule mit n Windungen pro Meter klein gegen die Spulenléinge L ist. Wir integrieren
iiber den gestrichelten Weg in Abb. 61. Nur die Strecke AB im Inneren liefert einen merklichen Beitrag,
da die Strecke C'D auflen beliebig weit weg gewiihlt werden kann und auf den Strecken AC und DB
das Feld B in guter Nidherung senkrecht zu ds ist.

fﬁ-d; = HL=NI —
H = nl bzw. B=pynl (36)

mit n = N/L. Das Feld im Inneren ist bei dieser Vereinfachung homogen und nur vom Strom und von
der Windungzahl pro Lingeneinheit abhiingig. (Daher kommt auch der Name ” Amperewindung” fiir
Beispiel: n = 10%, I = 10A, — H = 10* A/m, p, = 47.1077 Vs/Am = 1,26.107% Vs/Am, —
B=0,0126T = 126 G.

9.3 Das Vektorpotential

In der Elektrostatik wurde gezeigt, dal das Potential allgemein bei Kenntnis der Ladungsverteilung
und daraus zumindest numerisch das elektrische Feld E = —Vo(7) berechenbar ist. Die Frage ist, ob
das Magnetfeld B (7), bzw. ein noch zu definierendes ”magnetisches Potential” bestimmt werden kann,
wenn die Stromverteilung bekannt ist.

Aus dem Ampereschen Gesetz folgt, daB § B-d§ = 0 ist, wenn der Integrationsweg eine stromdurch-
flossene Fliche umschliet. In solchen Féllen ist das Ringintegral nicht mehr unbedingt unabhingig
vom Integrationsweg und man kann deshalb nicht mehr ein "magnetisches Potential” ¢,, durch die
Definition ” B = —V¢,,” eindeutig bestimmen, da dann ” rotB = —porot(Ve,,) = 0”7 im Widerspruch
zu rotB = ,uoj_" stehen wiirde.
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Da divB = 0 gilt, kann ohne Widerspruch eine vektorielle Feldgrofe A(7) durch die Relation

(1)

definiert werden, die als Vektorpotential des Magnetfeldes bezeichnet wird. Dadurch wird automatisch
divB = 0 erfiillt, weil immer gilt: . .
divB = div(rotA) =0

Durch die Definitionsgleichung B =rotA ist das Vektorpotential ff(f’) noch nicht vollig festgelegt, weil
z.B. auch ein anderes Vektorpotential

A = A + gradf (7)

mit einer beliebigen skalaren Ortsfunktion f(7), wegen rot.gradf () = 0, ebenso wie von A die Bedin-

gung B =rotA erfiillt. Man muf daher noch eine Zusatzbedingung (sogenannte Eichbedingung) an A
stellen. Fiir den Fall stationérer, d. h. zeitunabhdngiger Felder wihlt man

divA=0 Coulomb-Eichung (38)

was sich als zweckméBig erweisen wird 3. Dadurch ist A(7) bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt. Daher wihlt man genau wie beim elektrischen Potential, da$ A(7) im Unendlichen Null wird.
Die beiden Definitionsgleichungen fiir das Vektorpotential sind somit fiir zeitunabhdngige Probleme
lauten:

rotA=B und divA=0 ‘ (39)

9.4 Das magnetische Feld einer beliebigen Stromverteilung, Biot-Savartsches
Gesetz

Es wird gezeigt, dafl das Vektorpotential aus einer gegebenen Stromverteilung j(f) in analoger Weise
bestimmt werden kann wie das skalare elektrische Potential ¢,;(7) aus p(7).
Aus rot B = iy j und rotA = B ergibt sich

V x (VxA) =pyj=V.(VA) - (V.V)A
AA(T) = =g J(7) (40)
Da divA = 0 und (V.V)A = AA. In Komponentenschreibweise ist dies

AA — . . ] 0?A, _ ) 82Ay _ . 0?4, _ )
i = —HMoJi 1=2,9,2: 92 —Ho J= a—yQ = —Ho Jy, 922 —Ho J=

Es ist zu beachten, dafl die drei Komponentengleichungen mathematisch dquivalent zur Poissonglei-
chung A¢,; = —p/ep sind, wenn die Stromdichtekomponente durch die Ladungsdichte (und p, durch
1/eg) ersetzt wird. Daher miissen auch die Losungen dquivalent sein, und wir erhalten fiir das Vektor-
potential A(7) im Punkt P(7) die Vektorgleichung

A7) = &/M (41)

47 T12

mit r19 = |} — 72|. Dabei erfolgt die Integration iiber das gesamte stromfiithrende Voumen V5 (siehe
Abb. 62).

Ist das Vektorpotential einer Stromverteilung bekannt, kann aus B =rotA das Feld B (1) im Punkt
P(71) berechnet werden. Dabei ist zu beachten, daf die Differentiation nach den Koordinaten 7 des

3 Binschrinkungen beziiglich des Potentials bezeichnet man als ”Eichung”. Man kann auch eine andere Eichung wihlen
; z. B. die Lorenz Eichung. Der Vorteil der Flexibilitdt bei der Eichung ist, da man jene Elchung wiihlt, die die Losung
deﬂ Problems einfacher macht. Fiir zeitabhéingige Probleme = Lorenz Elchung V-A= —fﬁ
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Abbildung 62: Zum Vektorpotential einer Stromverteilung

.
A ]

- =
dV=dA-ds

Abbildung 63: Zum Biot-Savart-Gesetz (a), zur Berechnung von Magnetfeld und Vektorpotential eines
langen Leiters (b).

Aufpunktes P, die Integration jedoch iiber das Volumen dV, der stromfiihrenden Gebiete erfolgt. Damit
ergibt sich:

B(7) =V x A(7 /v ”dVZ

Mit 1y = \/ul - $2)2 + (51— y2)2 + (21 — 22)2 und V(1/7) = —77/7”3 und dem Einheitsvektor 715 =
T12/712 erhélt man:
S(= Ho J(7%) X 1
B =l Vs
(71) = dr / 7"%2 ?
FlieBt der Strom nur in diinnen Dréhten (Abb. 63a), so ist j.dV = j',dg_dg': I.d3, da der Integrand j"

auf der Querschnittsfléiiche A annéhernd konstant ist. Damit ergibt sich das Biot-Savartsche Gesetz
(BS) als Linienintegral iiber den stromfiihrenden Weg

=, MOI d§2 X flg
B(r) = —/7 (42)
4 %y

60



9.5 Beispiele zur Berechnung von Magnetfeldern spezieller Stromanord-
nungen
9.5.1 Magnetfeld eines geraden Leiters

—

Das Magnetfeld im Punkt P(R) eines langen stromfiihrenden Drahtes in z -Richtung (Abb. 63b) wird
mit dem BS Gesetz berechnet. Das Vektorprodukt hat den Betrag

|dSy x T1a| = sin B.dz = cos a.dz

und die Richtung von é;, wobei der Einheitsvektor é; in der « — y Ebene Tangente an den Kreis mit

Radius R ist. Damit ist I
= = [l cos o
B(R) = A / 2 dz

Wegen r = R/cosa, z = R.tana — dz = Rda/ cos? a folgt fiir den Betrag von B das bereits bekannte

Ergebnis

+7/2

pol pol

=— da = —— 43
ATR | 7 /2 OSCX =R (43)

Berechnung des Vektorpotentials: Die Richtung von A kann sofort angegeben werden, denn die
Stromdi_ghte hat nur eine z—Komponente, somit kann auch das Vektorpotential nur in z-Richtung
zeigen A = {0,0, A.}. Aus

- 0A 0A 0A 0A 0A 0A,
B = A= z y ~ z z ~ y T fol
VX a( dy 0z + 0z 83:)+Z( Ox 8y) olgt
0A., _ 0A, B
Bx_a—y, B, —ax,Bz—O

Geht man zu Zylinderkoordinaten (R, ¢, z) iiber, so erhilt man mit

104, A, _0Ap  0A. _10(RA,) 10Ap

Vx =550~ 5, VxAe="7 - (VXA =5=p= — 575,
5 LA, oA,
BT R0y ?~ " OR

Weil A, wegen der Zylindersymmetrie nicht von ¢ abhingt, ist 0A,/0p =0 — Bg = 0. Damit kann
mit B = Qﬂﬂ% das Vektorpotential A,(R) des stromfithrenden Drahtes berechnet werden:

B B 0A, B Lol

B = By= OR  27R
pol , R
A = — | BdR=-"21n—
(R) / L

In Abb. 64 ist der Vergleich von elektrischem Potential eines Stabes mit der Ladungsdichte A =
dQ/dz und dem Vektorpotential eines stromfithrenden Drahtes dargestellt, um die Analogie zwischen
beiden Fillen zu verdeutlichen.

9.5.2 Magnetfeld einer kreisférmigen Leiterschleife

Liegt die Stromschleife in der z-y-Ebene (Abb. 65), dann hat B aufgrund B(7)) = %WLI Ik d_gzré_fu in der
12

Schleifenebene nur eine z-Komponente, deren Betrag im Aufpunkt P (z, y, 0) wegen |d§ X 715| = sing.d§
den Wert

_, I i
B, = B(i) = “L/S“;“"ds hat.

47 D

Im Mittelpunkt des Kreises ist 713 = R und ¢ = 7/2, sodal man dort erhiilt:

I
B, (Mittelpunkt) = gLR (44)
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Abbildung 64: Vergleich zwischen dem elektrischen Potential ¢(R) eines geladenen Drahtes mit der
Linienladungsdichte A (a) und dem Vektorpotential A(7) eines stromfithrenden Drahtes (b).

Z |

a) I§12>< dsl=sin eds b)

Abbildung 65: Zur Berechnung des Feldes einer Stromschleife

Eine Windung mit R = 1 mm und 1 A erzeugt im Mittelpunkt 500 A/m bzw. 6,3.107*T = 6,3 G.

Auf der Symmetrieachse (z-Achse) erhalten wir den Beitrag des Wegelementes ds zum Feld:

Ly TdS X T Ll
4B = Bl BXT e a7l = ds - ‘dB:“L R

47 73 cos a

s
47 cosars

Bei der Integration iiber alle Wegelemente mitteln sich die Komponenten dB; = dBsin « heraus. Es
bleibt nur die Parallelkomponente dB) = dB cos « iiber, die bei Integration ergibt:

_ _ _ _ ol 1 _ ol

B =B, = / |dB | _/|dB\cosa =5 | 3Rds= 5 R2mR (45)

mit 2 = R? + 22 folgt daraus
pol R2m

27 (22 + R2)3/2
Der Feldverlauf B, (z) auf der Symmetrieachse ist in Abb.65d dargestellt. Fiir Punkte aulerhalb ist
die Berechnung schwieriger — elliptische Integrale. Der Feldverlauf von B, in der Schleifenebene ist
in Abb. 66 als Funktion des Abstandes » vom Mittelpunkt dargestellt. Das Feldlinienbild gleicht dem
eines kurzen Stabmagneten.

B.(2) = (46)

62



w, >

¥

i i -R2 0 RA2

Abbildung 67: Helmholtz-Spulenpaar (a), B(z) entlang der Achse (b).

Die Stromschleife stellt einen magnetischen Dipol dar. Mit der Fliche A = R%re, (é. : Flachennor-
malenvektor) 148t sich das Feld in erster N#herung fiir 2 >> R schreiben:

5 tol = po-Pm
B = A= 4
(z>> R) 2mr3 273 (47)
Man nennt das Produkt
P =1.A (48)

das magnetische Dipolmoment des Kreisstromes I, der die Fliche A umschlieBt. Ein Vergleich mit
dem elektrischen Feld des elektrischen Dipols zeigt, daf beide Felder mit 1/73 abfallen:

1

EDipol (m = W (3pel .fcosd — ﬁel)

9.5.3 Magnetfeld eines Helmholtz-Spulenpaares

Eine Helmholtzspule besteht aus zwei parallelen Ringspulen mir Radius R im Abstand d = R, die in
gleicher Richtung von Strom durchflossen werden (Abb. 67).

Wir betrachten zuniichst eine Anordnung mit beliebigem Abstand d . Der Nullpunkt des Koordina-
tensystems liege im Mittelpunkt des Spulenpaares. Auf der Symmetrieachse der Spulen ist der Betrag
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Abbildung 68: Zur Berechnung der Randeffekte einer Zylinderspule

von B(z) im Abstand z vom Nullpunkt nach Gleichung 45

B(z)

d d
Bl(a +Z) +Bz(—§ +Z) =

po-I R? 1 1
2 { [(d/2 + 2)2 + R2]3/2 + [(—=d/2 + 2)2 + R2]3/2 }

Entwicklet man diesen Ausdruck in eine Taylorreihe um z = 0, so fallen alle Terme mit ungeradzahligen
Potenzen von z weg, da der Betrag von B symmetrisch um z = 0 ist. Nach lingerer Rechnung ergibt
sich:

B(z) =

po I R? 1+§ d> - R? ZQ+§(d4/2)—:’>d21~32+R4247L
[(d/2)? + R2]3/2 2 (d?/4+ R?)? 8 (d?/4+ R%)*

Wihlt man nun d = R (Helmholtz-Bedingung), so verschwindet der Term mit 2%, und das Feld ist um
z = 0 in guter Niherung konstant:

ol 144 2*
B(z) = 7(5/4(;3/2]% (1 - ﬁﬁ> (49)

Bei einem Verhiiltnis von z/R = 0.3 betrigt die relative Abweichung von B(z) vom Wert B(0) weniger
als 1%.
Drei zueinander senkrecht stehende Helmholtzspulen werden zur Erdfeldkompensation beniitzt.
Werden die beiden Spulen von entgegengesetzt gleichen Stromen durchflossen, dann erzeugt das
” Anti-Helmholtz-Spulenpaar” einen linear mit z ansteigenden Feldgradienten, der bei z = 0 durch Null

geht:
d d 96 pol

B(z) = 31(5 +2) — Bg(—5 +2)= TN

24 ... (50)

9.5.4 Feld einer Zylinderspule

Es wurde bereits gezeigt, dal im Inneren einer unendlich langen Spule mit n Windungen je Meter ein
homogenes Feld B = ugn I vorliegt. Wir untersuchen den Einflul der Randeffekte bei endlicher Spu-
lenléinge L. Der Nullpunkt des Koordinatensystems soll in der Mitte der Spule liegen, deren Symmetrie-
achse als z-Achse gewiihlt wird (Abb. 68). Der Anteil des Feldes im Punkt P(z), der von nds Windungen
mit Querschnitt A = R?7 im Lingenintervall ds erzeugt wird, ist nach Gleichung 45

o I Andg
dB =
2m[R? + (2 — ¢)2]3/2
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Das Gesamtfeld ergibt sich durch Integration von ¢ = —L/2 bis +L/2;das Integral 148t sich durch
Substitution z — ¢ = Rtan « l6sen und ergibt:

+L/2 I a1
B(z) = / dB = 1o "/ cosa. do = (51)
7[4/2 2 Qg

uoln{ 2+ L2 2 — L2 }

2 | VR+(+L/22 VR +(z- L2

Im Mittelpunkt der Spule (z = 0) wird

g lIn L
2 JR*+12%/4

An den Enden der Spule (z = +£L/2) ist das Feld auf der Spulenachse:

B(z=0)

~pgln fir L>>R (52)

toln L tolIn
B(z==+L/2) = ~
auf den halben Maximalwert B(0) gesunken. Fiir Aufpunkte weit auerhalb der Spule kénnen wir die
Wurzeln in Gleichung 51 nach Potenzen von R/(z + L/2)entwickeln und erhalten:

K InRr 1 1
B(z) ~ = 4 {(z—L/2)2_(z+L/2)2} (54)

fir L >> R (53)

Die lange Spule mit dem Querschnitt A = R?7 wirkt auf weit entfernte Punkte wie ein Stabmagnet
mit der Postéirke p = +pu,nl A= B(z =0) A.

10 Krifte auf bewegte Ladungen im Magnetfeld

10.1 Lorentzktraft

Wenn sich Ladungen in Magnetfeldern bewegen, tritt aufler der Coulombkraft zwischen den beweg-
ten elektrische Ladungen eine weitere Kraft auf, deren Grofle und Richtung wir durch grundlegende
Experimente bestimmen.

Ein beweglich aufgehiingter Draht, durch den der Strom I flieft und der sich im homogenen Feld
B befindet, wird senkrecht zur Stromrichtung und senkrecht zum Magnetfeld ausgelenkt (Abb. 69a).
Strom- oder Feldumpolung bewirkt eine Umkehrung der Kraft.

Stromdurchflossene Leiter ziehen einander bei paralleler Stromrichtung an und stoflen einander ab
bei antiparalleler Stromfiihrung (Abb. 69b).

Der Elektronenstrahl einer Braunschen Rohre (oder Fadenstrahlrohr) erfihrt im homogenen Ma-
gnetfeld eine kreisformige Ablenkung (Abb. 70a). Aus Experimenten mit verschiedenen Richtungen
des Feldes ergibt sich, dafl die Kraft immer senkrecht zu B und zu v steht und ist somit proportional
zum Vektorprodukt ¥ x B.

Diese Experimente fiihren zu einem allgemeinen Ausdruck fiir die Kraft, die sogenannte Lorentz-
kraft *, auf eine Ladung ¢, die sich mit ¥ im Feld B bewegt:

F=kQ(7x B)

wobei k eine Proprtionalitéitskonstante ist, die vom Maflsystem abhiingt. Im SI System wird die Strom-
stirke iiber die die Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen Leitern so definiert, daf3 die Proportio-
nalitéitskonstante dimensionslos und & = 1 wird, wenn die Kraft in N, die Ladung in As und die
Geschwindigkeit in m/s gemessen werden. B wird dadurch direkt durch die Kraft auf eine bewegte
Ladung definiert. Die Dimension ist wie bereits gezeigt:
N N Vs
[B]_lAs.m/s_lAm_lmQ =17
4Hendrik Antoon Lorentz (1835-1928)
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Abbildung 69: Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter (a), anziehende und abstoende Kréfte zweier
stromdurchflossener Leiter (b).

Elektronen-
Glaskolben bahn

Fokussier-
elektrode

Neonflllung
A=R

Abbildung 70: Ablenkung eines Elektronenstrahles durch ein Magnetfeld bei senkrechtem Einschuf} in
das homogene B-Feld senkrecht zur Zeichenebene (a), Fadenstrahlrohr (b).
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Somit ist die Lorentzkraft im SI System:

F =Q(7 x B) (55)

Bei Anwesenheit eines elektrischen Feldes ist die Kraft (allgemeine Lorentzkraft) auf die Ladung @ :

F=Q(E+7x B) (56)
@27 . . . T gz
m-W:mi):Q-ﬁxB mit Ux B=| v, v, v,
B, B, B,

Somit sind die Bewegungsgleichungen fiir die allgemeine Lorentzkraft:
mi:Q(Ex—&—(ﬁ x é)w) =Q(E, +v,- B, —v, - By) (57)
my:Q(Ey+(U X E)y) = Q(Ey + v, - By — v, - B)
mi=Q (B + (7 x B).) = QB + v, By~ v, By) -

Eine Betrachtung der Anderung der kinetischen Energie des Teilchens bei der Bewegung im Ma-
gnetfeld liefert folgende Erkenntnis:

1 1
Ekzi-mv2:§-m17-17
dEzn ]- - 7 - =
dl; :§~m2v v=v- F=
dEin — - >
d’; = (T x B)=0,

da der Vektor (7 x B) senkrecht auf ¥ steht und somit sein inneres Produkt mit ¢ verschwindet !
Man sieht daraus zweierlei:

e Die kinetische Energie bleibt bei der Bewegung des Teilchens im homogenen Magnetfeld kon-
stant, d.h. das Teilchen &ndert seine Geschwindigkeit nur der Richtung nach; |0| = const. !

e Da der Vektor 17, wie man aus der obigen Rechnung sieht, senkrecht auf @' steht (Verschwinden
des inneren Produktes ¥ - ©), handelt es sich um eine Kreisbewegung.

Wenn wir uns bei B auf ein Feld in der z-Richtung beschrinken (0,0, B, ), erhalten wir eine wesent-
liche Vereinfachung der Bewegungsgleichungen:

. B, .
Uy = Qm vy =& (58)
: QB. .
0y = — vy =7
m
b, = 0=% (59)

Zur Losung der Differentialgleichung machen wir den Ansatz:
Uy = & = vgsin(wt), vy, =y = vgcos(wt), v, = %= konst., (60)

denn die Projektion dieser Bewegung auf die z-y-Ebene ist ein Kreis, dessen Radius wir berechnen.
Differenzieren und Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt:
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Uy =& =w-vg-cos(w - t) Uy =9 = —w- v -sin(w - t)

Q-B

Qp

w-vg-cos(w-t) = - g - cos(w - t)

—w v - sin(w - t) = — - v - sin(w - t)

Die Bewegungsgleichungen sind erfiillt fiir:

w:wZ:QTB ; (61)

w ist also unabhingig von der Geschwindigkeit v (!) und fiithrt den Namen Zyklotronfrequenz. Die
vollstéindige Losung der Bewegungsgleichungen ergibt sich durch Integration von Gleichung 60 mit
w=wyz

x = xo+ % cos(wzt)
Wz Wz
Vo .

y = yo+ —>sin(wzt)
wz

2z = 2o+t

Fiir v, = 0ist dies ein Kreis mit dem Mittelpunkt (zg + vo /w2, yo) und dem Radius

muvg

szo/wzzﬁ. (62)

1. Teilchenbewegung in Richtung des Magnetfeldes bleibt unverindert, da v x B =0 fir alle & I B.

2. In der x- y-Ebene beschreibt ein geladenes Teilchen im homogenen Magnetfeld eine Kreisbahn,
deren Bahngeschwindigkeit durch die Anfangsbedingungen vorgegeben ist.

Wird das Teilchen in beliebiger Richtung zum Magnetfeld eingeschossen, so beschreibt es in der
Ebene senkrecht zum Magnetfeld eine Kreisbahn, wihrend seine Geschwindigkeitskomponente in
Feldrichtung ungeindert bleibt; die resultierende Bewegung hat die Form einer Schraubenlinie
oder Helix .

10.1.1 Experimentelle Demonstration der Lorentzkraft

Die Lorentzkraft kann mit einem Fadenstrahlrohr (Abb. 70b) demonstriert werden. Der kugelfsrmige
Glaskolben mit einer Elektronenquelle ist mit geringem Druck eines Gases (Ne oder Hg) gefiillt. Der
Glaskolben befindet sich im homogenen Feld einer Helmholtzspule. Die von der Gliihkathode emit-
tierten Elektronen werden durch die Anodenspannung U beschleunigt und haben (mv?/2 = eU) die
Geschwindigkeit v = 1/2eU/m, deren Anfangsrichtung @ = (v, 0,0) senkrecht zum Feld B = (0,0, B,)
gewihlt wird. Damit liegt die Lorentzkraft in der x-y-Ebene und steht immer senkrecht auf . — Die
Elektronenbahn im transversalen Feld ist ein Kreis. Die Lorentzkraft wirkt als Zentripetalkraft:

2

B=1
ev R

Der Radius (Zyklotronradius) hiingt von der Anfangsgeschwindigkeit (Beschleunigungspannung) und
vom Feld ab
muv 1 /2mU

“eB BV e

und die Kreisfrequenz (Zyklotronfrequenz) ergibt sich aus

mR2w? eB
— Wy = —
m

e RwB =
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Abbildung 71: Spiralbahn von Elektronen im B Feld

Aus den gemessenen Werten U, B, R kann das Verhiltnis von e/m bestimmt werden.

Sichtbar wird der ”Elektronenstrahl” durch die Stéfle der Elekronen mit den Restgasatomen, die
dadurch zum Leuchten angeregt werden. Die Stofe fithren nicht zu einer Verschmierung der Kreisbahn,
denn:

Die Dichte n der Atome wird so niedrig gewiihlt, dafl die freie mittlere Weglinge A = 1/no (o :
Streuquerschnitt der Elektronen) grofler als der Umfang einer Kreisbahn 27 R ist. Durch die Ionisa-
tion der Restgasatome bildet sich ein positiver Ionenschlauch, da die schweren Atome nicht so schnell
wegdiffundieren und so auch zur Fokussierung beitragen.

Schiefit man den Elektronenstrahl (Abb. 71) schrig mit ¥ = (vg, vy,v.) in das Feld B= (0,0, B,)
so ist die Bahnkurve eine Schraubenlinie mit dem Radius R = % v/2mU /e und der Steighshe, d.h. der
Strecke Az, welche wiihrend einer Umlaufszeit

21 2tm
At =T = — =
Wy eB
in z-Richtung zuriickgelegt wird:
2mm
Az =z, =v,T= e—sz

10.1.2 Elektronen- und Ionenoptik mit B-Feldern

Die Lorentzkraft erméglicht die Aufweitung und Fokussierung von Elektronen- und Ionenstrahlen durch
Magnetfelder und somit die Abbildung von Strukturen.

Fokussierung im Lingsfeld Die von einer Glithkathode emittierten Elektronen werden durch die
Spannung U beschleunigt und mit einem entsprechenden elektrischen Feld (in Abb. ?? ein el. geladener
Hohlzylinder) auf eine Lochblende am Ort (x =0, y =0,z =0) fokussiert, aus der sie dann divergent
mit ¥ = (vg, vy, v,) austreten. Im Lingsfeld B= (0,0, B,) bewegen sie sich auf Schraubenbahnen und
werden nach der Umlaufzeit 7 = 2rm/eB auf der z-Achse bei z, = v,7 wieder fokussiert, unabhéingig

von den Querkomponenten v, und v, der Geschwindigkeit!! Wenn v, >> , /v2 + U%, gilt ndherungsweise

v, = v = y/2eU/m. Der Ausgangspunkt (die Eintrittsblende) des divergenten Strahlenbiindels mit
verschiedenen Geschwindigkeiten wird nach einem vollen Umlauf z, = v,7 in sich abgebildet. Der
Vergleich mit einer optischen Linse zeigt, daf ein divergentes Lichtbiindel ausgehend von einem Punkt
dann wieder in einem Punkt fokussiert wird, wenn sich die punktformige Lichtquelle in der zweifachen
Brennweite der Sammellinse befindet (Strahlen aus dem Brennpunkt treten parallel zur Achse aus).
Daher ist die magnetische ”Brennweite” f eines longitudinalen Feldes f = 2, /4 :
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Abbildung 72: Fokussierung des Elektronenstrahles in einer Braunschen Rohre
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E=[E, 0,0 B=I0, By, 0]
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L

Abbildung 73: Wienfilter

2mm [ 2eU T [mU
f=z/4d=1v, /4= 4€B“7_§H2—6 (63)

Wienfilter - Geschwindigkeitsfilter: Schickt man einen Elektronen- oder Ionenstrahl durch ein
homogenes Magnetfeld (0, B,,0) das senkrecht zum el. Feld (E,,0,0) steht, so wird die allgemeine
Lorentzkraft F = q(E + ¥ x B) fiir Teilchen mit der Geschwindigkeit v, = E,/ B, Null:

F, = 0
Q(Ex+Usz_Usz) =0 — UZZEx/By

d.h. nur Teilchen in einem engen Geschwindigkeitsintervall Av um v = E/B werden nicht oder nur
so wenig abgelenkt, dafl sie den Spalt in Abb. 73 passieren konnen (—Wienfilter). Hinter dem Spalt
erhilt man Teilchen einer bestimmten Geschwindigkeit, die man mit E und B einstellen kann. Fiir die
durchgelassenen Teilchen ergibt sich ein Geschwindigkeitsfenster (siehe Abb.73):

_ 2Ek:zn

Av =
Y= YL*B

Ab

Ein Wienfilter wird als Geschwindigkeitsselektor fiir Ladungstriger verwendet.
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Abbildung 74: Homogenes Magnetfeld als Massenfilter: Winkelfokussierung (a), Massenselektion (b)

Fokussierung durch ein transversales Magnetfeld — Massenspektrometer : Ionen mit der
Masse m treten divergent aus einer spaltformigen Quelle S in ein Magnetfeld senkrecht zur Zeichenebene
ein (Abb. 74). Im Feld sind die Teilchenbahnen Kreise mit dem Radius

muv

" eB

Ein Ion, dessen Anfangsgeschwindigkeit vy in der Zeichenebene senkrecht zur Geraden SA liegt, wird
nach Durchlaufen des Halbkreises im Punkt A eintreffen. Die Bahnkurve eines anderen Ions, dessen
Anfangsgeschwindigkeit vy jedoch einen Winkel o zu dem obigen Teilchen einschlieit, schneidet die
Bahnkurve im Punkt C und erreicht die Gerade SA in B. Die Strecke AB ist fiir kleine Winkel «
(siehe®)
AB ~2R(1 — cos a) ~ Ra?

Alle Teilchen, die innerhalb des Winkelbereiches (90° 4+ a/2) gegen die Gerade SA aus S austreten,
werden durch einen Austrittsspalt der Breite b = Ra? durchgelassen.

Emmitiert die Quelle Ionen mit verschiedenen Massen innerhalb dieses Winkelbereiches (90° +«/2),
so durchlaufen diese unterschiedliche Kreisbahnen mit verschiedenen Radien R; = m;v;/(e B) und
treffen an verschiedenen Orten auf die Gerade SA (Abb. 74b). Damit ist eine Massenseparation
moglich: Zwei Massen m; und mso kénnen noch voneinander getrennt werden, wenn das Auftreffintervall
AB fiir m; nicht mit DE fiir my iiberlappt, d.h.:

AR a2
R — 2
Die Ionen werden vor Eintritt in das Magnetfeld durch eine Spannung U auf die Geschwindigkeit

v = y/2eU/m beschleunigt, soda8 sich die Bahnradien R; = (1/B)+/2m;U/e ergeben. Das Massenauf-
losungsvermogen Am/m ergibt sich daher zu

A_m . R% *R% . (Rl *Rz)(Rl +R2) - (Rl — R2)2 . 2AR > 012
m R? - R? o R R ~
und hiingt wesentlich vom Divergenzwinkel o ab. Fiir a = 2° = 0.035rad ist Am/m = 1,221073, d.h.
die Massen my = 800 und msy = 801 kénnen noch getrennt werden.

1
Rl—RQZARziRQQ —

10.1.3 Krifte auf stromdurchflossene Leiter im Magnetfeld

Die Stromstéirke I in einem Leiter mit der Ladungsdichte p = n.q und dem Querschnitt A ist [ =
nqup A. Die Lorentzkraft (Abb. 75) auf das Leiterstiick dL, in dem sich nAdL Ladungen mit der
Driftgeschwindigkeit vp bewegen, ist

dF =nAdLq(0p x B) = (j x B)dV = I (dL x B)

71



_ — - — N
i dF=1(dLxB) 4F_,
-
- — )
- -
dL g 3
- |

Abbildung 75: Kraft auf einen Leiter im Magnetfeld
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Abbildung 76: Halleffekt: Spannung bei negativen Ladungstrigern (a), Spannung bei positiven La-
dungstrigern (b)

Hall-Effekt Die Richtung, in der elektrischer Strom durch einen Leiter fliefit, gestattet nicht, auf die
Ladungstriger zu schlieen. Denn die Richtung von

J=pv
zeigt immer in Richtung von E , unabhéingig davon, welches Vorzeichen die Ladungsdiche (Ladungstra-
ger) hat. Es gilt immer
sign(p) = sign(v)

Umso wichtiger ist daher: Der Halleffekt erlaubt es, das Ldungstragervorzeichen zu bestimmen

Betrachten wir einen Leiter- oder Halbleiter der Lénge L, der Breite b und der Dicke d, durch
den der Strom I flieft im homogen Feld B (Abb.76) Die Lorentzkraft bewirkt eine Ablenkung der
Ladungstriger sekrecht zum Magnetfeld und zur Stromrichtung (Abb. 75). Diese Ablenkung bewirkt
eine Ladungstrennung, die wieder ein elektrisches Feld Ec hervorruft Die Ladungstrennung schreitet
so lange fort, bis das sich aufbauende elektrische Feld eine Kraft Feo = qEpy bewirkt, die gleich grof3,
aber entgegengesetzt zur Lorentzkraft Fr=gq (Up x B) ist: F, = — Fy

Das bedeutet, dafl die Ladungstriger auf die untere Seite wandern, unabhéngig von ihrem La-
dungsvorzeichen! Wenn die Ladungstriger positiv sind, wird die untere Seite positiver als die obere
Seite (Abb. 76b) und es bildet sich zwischen der unteren und oberen Seite eine Potentialdifferenz aus

Un = ¢y —¢0 >0
Fiir negative Ladungstréger dagegen erhalten wir (Abb. 76a)

Un=¢y—¢0<0
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Bei einem Leiter mit rechteckigem Querschnitt A = b.d (Abb. 76) fiihrt dies zu einer Hall-Spannung

b
UH:/ Ey.ds=Eg.b
0

zwischen den gegeniiberliegenden Seitenfliichen im Abstand b. Uy ist in Abb. 76 die Spannung zwischen
oberer und unterer Seitenfliche; der Vektor b zeigt also von oben nach unten. Aus dem Gleichgewicht
der Kriifte iy = —Fp, ergibt sich mit j = nq¥p:

(ij)-l_;

anH:—nq(ﬁng) — Ug=-— d

Das Vektorprodukt zeigt in Richtung b unabhdngig davon, ob positive oder negative Ladungstriger den
Strom I = j.b.d transportieren. Bei orthogonaler Geometrie kann man vereinfacht schreiben:

_jBb_IB 1 B 1B

Ug = — Uy =——-I— =Ry—- 64

a nq nqd - H p d 27 (64)
1 1

Ry = — — =—— Hallkonstante (65)
p ng

Die Grofle Ry = —1/gn ist vom Material abhéngig und wird als Hall-Konstante bezeichnet. In Me-
tallen und Halbleitern sind die Ladungstriger vorwiegend Elektronen mit ¢ = —e, sodafl man eine
negative Hall-Spannung mifit (Abb. 76a). Manche Halbleiter und auch Metalle (Bi) zeigen eine positive
Hallspannung, woraus in dem einfachen Leitungsbandmodell geschlossen wird, dafl die Ladungstriger
Locher sind. Man verwendet Hall-Sonden (meist Halbleiter, da n etwa 10%-mal kleiner ist als in Metal-
len) zur Ausmessung von Magnetfeldern. Die Beweglichkeit 1 = 1/(p,;nq) kann somit auch bestimmt
werden (p,; : spezifischer Widerstand).

Beispiel: Hall-Sonde mit b = 1c¢m, d = 0.1 cm und n = 10'°Ladungstriiger/cm? (e = 1,610~ C)
erhiilt man bei einem Strom I = 0.1 A eine Stromdichte von j = 1 A/cm? und eine Empfindlichkeit zur
Feldmessung Uy /B ~ 0,6 V/T

10.1.4 Krifte zwischen zwei parallelen stromfiihrenden Leitern: SI Definition 1 A

Die Kraft auf die Ladung dg = p AdL, die mit der Driftgeschwindigkeit vp durch den Leiter 1 mit
Querschnitt A im Magnetfeld des Leiters 2 fliefit (Abb. 77), ist:

—

dF =nAdL-q(%p x B) = I,(dL x B)

Das Magnetfeld des Leiters I5 ist

5 Mol2
B =
27r G
Bei parallelen Drihten in z-Richtung gilt B L ¥p. Der Betrag der Kraft pro Meter Drahtlinge (L = 1m)
ist dann bei einem Abstand » = R zwischen den Drihten
F o lo  pol 2

f:IIB:I:LQWR " 27R

wenn durch beide Driihte der gleiche Strom flieit. Bei einem Strom von 1A ergibt sich bei einem
Abstand von 1m die Kraft pro Meter Leiterlinge F/L = jiy/27 =2.10""N/m. —  SI Definition:

1A ist die Stromstérke, die zwischen zwei unendlich langen, geraden im Abstand von 1m angeord-
neten Leitern eine Kraft von 2.1077 N pro m Leiterlinge verursacht. Damit wird auch die Permeabili-
titskonstante auf den exakten Wert von j, = 47.10~7 Vs/Am festgelegt.’

6SI Definition der magnetischen GroBen (1992): The magnetic field strength, H, is a vector quantity, the rotation
(curl) of which is equal to the sum of the electric current density and the time derivative of the electric flux density.
The magnetic flux density or magnetic induction, B, is a vector quantity such that the force exerted on an element of
electric current is equal to the vector product of this element and the magnetic flux density: F =I As x B. The magnetic
moment, m, is a vector quantity, the vector product of which with the magnetic flux density of a homogeneous field is
equal to the torque: m x B = T. The magnetization as the magnetic moment per unit volume is defined by the relation
M =B/u, — H.
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Abbildung 77: Zur Definition von 1A

Abbildung 78: Magnetische Kriifte von zwei Leitern: analog zum Coulombschen Gesetz.
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Abbildung 79: Die ruhende Ladung kann mit dem Coulombschen Gesetz bestimmt werden (a), die
Kraft héngt von der Lage der bewegten Ladung ab (b), beim Durchgang von @ durch den Mittelpunkt
der ruhenden, kugelfosrmigen Anordnung von Probeladungen ¢ wird die Kraft auf jede Probeladung
gemessen; der Mittelwert der Krifte wird zur Bestimmung von @ verwendet = dies ist der Bestimmung

des Flichenintegrales von E dquivalent.

Die Kraft zwischen zwei Leitern bei allgemeiner Geometrie ist (Abb.78):

. _ Lo _ I, [dLyx 7
dFF = dq(Up x B) =1I1(dL1 x B) mit B = o 2/ 2;<T12
47 719
B dLy x (dLy x 7
2F = Pop X 2 X h12) oder (66)
47 iy
. dLy x (dLy x 7
F:&11]2f% 1X(22XT12)
47 iy
C1Cs

11 Elektromagnetisches Feld und Relativititsprinzip

11.1 Wie mifit man bewegte Ladungen?

Die Grofle einer ruhenden Ladung ist dadurch bestimmt, daff wir auf Grund des Coulombschen Gesetzes
die Kraft zwischen ihr und einer sich in Ruhe befindlichen Testladung ¢ im Abstand 7 messen, wobei

sich bekanntlich ergibt:
F
Q = dmeg— - 1%, q ... Testladung .
q

Wenn wir eine bewegte Ladung auf diese Weise ausmessen wollen, so stoffen wir auf Schwierigkeiten, da
sich wiithrend der Bewegung die Position zur Testladung dauernd #éndert und damit auch die Gréfle und
Richtung der Kraft. Wir kénnen diesem Dilemma entgehen, indem wir uns vorstellen, dafl sich unsere
bewegte Ladung durch eine kugelfsrmige, gleichméBig verteilte Ansammlung von Testladungen (siehe
Abb. 79) hindurch begibt, und wir wollen in dem Moment, wo die Ladung @ durch den Mittelpunkt
der Kugel fliegt, die Kraft auf jede einzelne Testladung bestimmen und dann iiber alle Kriifte mitteln.

Dies wiire gleichbedeutend mit der Bestimmung der Feldstéirke an jedem Punkt der Kugeloberfliche
(die Kraft bezogen auf die Ladungseinheit ¢ ist die Feldstérke E) Die Mittelung entspricht der Berech-
nung des Oberflichenintegrals der Feldstérke iiber die Kugeloberfliche. Wir miissen nur das Gauflsche

Gesetz anwenden, um die Ladung zu errechnen:

Q:so-]{ﬁdff. (67)

A

Wir wissen, dafl bei ruhenden Ladungen die Grofie des obigen Ausdruckes von der Art der Fliche A
unabhingig ist, was ja dem Gauflschen Satz dquivalent ist. Hier, bei bewegten Ladungen, ist dies nicht
von vornherein sicher, aber es kann als erwiesen gelten. Erst mit Hilfe von (67) kann man bei bewegten

Ladungen deren Groéfle sinnvoll definieren.
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Abbildung 80: Das iiber A erstreckte Fl dchenintegral von F gleicht dem {iber A’ erstreckten Flichen-
integral von E’.

Abbildung 81: Gedankenexperiment zur Ladungsinvarianz

11.2 Ladungsinvarianz

Wir kénnen annehmen, daf innerhalb eines geschlossenen Systems (sieche Abb.80a) die Ladung in ihrer
Gesamtheit konstant bleibt, ganz gleichgiiltig, ob die Ladungen ruhen oder sich gegeneinander mit
grofler Geschwindigkeit bewegen.

Man sagt, es herrscht unabhéngig vom Ladungszustand Invarianz der Ladung. Experimentell kann
dieser Sachverhalt in verschiedenster Weise bestiitigt werden.

Ein sehr deutlicher Nachweis fiir die Unabhéingigkeit der Ladung vom Bewegungszustand des ge-
ladenen Teilchens ist die Tatsache, dal z.B. sowohl im Wasserstoffmolekiil als auch im Heliumatom,
welche beide aus gleich vielen Protonen und Elektronen bestehen, exakte elektrische Neutralitét vor-
liegt, obwohl der Bewegungszustand der Ladungstriiger ganz verschieden ist.

Die Masse ist hingegen nicht invariant. Bekanntlich éndert sich die Masse durch seine Bewegung um
1/4/1 — v?/c2. Dazu das Gedankenexperiment in Abb.81: In dem Behiilter befinden sich zwei Ladungen
@ mit der Masse m auf einem rotierbar gelagerten Stab. Bei Bewegung mit der Geschwindigkeit v ist
der rechte Behilter um 2m/+/1 — v2/c? schwerer. Die Gesamtladung éndert sich jedoch nicht! Das
fdquivalente reale Experiment ist die Massenspektroskopie von einem ionisierten Deuteriummolekiil (D3
mit 2 Protonen, 2Neutronen und 1 Elektron) und einem ionisierten Heliumatom (He' mit 2 Protonen,
2 Neutronen und 1 Elektron), bei der ein Massenunterschied aber kein Ladungsunterschied festgestellt
werden kann. Bei den beiden Ionen bewegen sich die zugehorigen Teilchen unterschiedlich schnell; =
die entsprechenden Energieunterschiede zeigen sich als meibare Massenunterschiede.

Die Ladungsinvarianz verleiht der Ladungsquantisierung eine besondere Bedeutung. Sie gilt nicht
nur fiir ruhende Ladungen, sondern auch fiir Ladungen mit jedem beliebigen Zustand der Relativbewe-
gung. Betrachten wir also nochmals eine Ansammlung von Ladungen (siehe Abb. 80), und umschlielen
wir diese Ladungen mit einer Fliche A, so wissen wir aus dem Gauflschen Satz, daf§ das Oberfléichenin-
tegral der Feldstéirke § E-dA unabhiingig von A ist, solange die eingeschlossene Ladung gleich bleibt.

A
Der Wert des Flichenintegrals héingt nur von der Anzahl und der Art der innerhalb von A vorhandenen
Teilchen und nicht vom Bewegungszustand ab. Nach dem Relativitdtsprinzip mufl diese Aussage aber
fiir jedes Inertialsystem gelten, d.h., auch fiir eine Fliche A’, welche zur Zeit t' gerade alle Ladungen
einschlieBt und sich gegeniiber A bewegt. Wenn S’ irgendein anderes Inertialsystem ist, das sich relativ
zu S bewegt, mufl das diesbeziigliche Oberflichenintegral denselben Wert annehmen, soferne in diesem
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Abbildung 82: Aquvalenz der Beschreibung der Kraft auf eine Probeladung in zwei verschiedenen, aber
gleichwertigen Inertialsystemen.

Bezugssystem zur Zeit ¢’ dieselben Ladungen von A’ umschlossen werden, die A zur Zeit ¢ umbhiillte:

%Edl: 7( ];/MZSQ. (68)
A Al(#) 0

E' wird im System S’ gemessen, d.h. es ist durch die Kraft auf eine in S’ ruhende Probeladung definiert.
Jedes der beiden Flichenintegrale mufl zu einem bestimmten Zeitpunkt im zugehorigen Bezugssystem
bestimmt werden.

Es ist festzuhalten, dal wir eben die relativistische Invarianz der elektrischen Ladung dargestellt
haben; nicht zu verwechseln damit ist die Erhaltung der Ladung in einem abgeschlossenen System:
divj = 0p/ot. Ladungsinvarianz heifit, dafl ein Ladungssystem, von verschiedenen Bezugssystemen
betrachtet, immer dieselbe Gesamtladung ergibt. Fiir die Energie gilt ein Erhaltungssatz, aber sie ist
keine relativistische Invariante! Dagegen bleibt Ladung erhalten und ist eine relativistische Invariante.

Elektrische Felder, von verschiedenen Bezugssystemen aus betrachtet, konnen sich allerdings éindern;
wir wollen dies im folgenden zeigen.

11.3 Nochmals Lorentzkraft

Die Lorentzkraft wurde bisher als zusiitzliche Kraft auf eine im Magnetfeld bewegte Ladung aufgrund
experimenteller Beobachtungen zusitzlich zur Coulombkraft eingefiihrt. Es wird nun gezeigt, daf§ die
Lorentzkraft keine grundsitzlich neue Kraft ist, denn bei der relativistischen Behandlung des Coulomb-
Gesetzes ergibt sich bei bewegten Ladungen die Lorentzkraft.

Dazu betrachten wir zwei Inertialsysteme (Abb. 82): Die im System S’ ruhende Ladung @ erzeugt
ein Coulombfeld E’ und der Beobachter O’ mifit mit der Probeladung ¢ die Kraft F' = ¢E'.

Das System S’ bewegt sich gegen das Inertialsystem S mit ¥. Fir den Beobacher O entspricht
die mit ¥ bewegte Ladung @ einem Strom, der ein Magnetfeld B erzeugt, zusétzlich zu dem von O
gemessenen elektrischen Feld E. Somit mift O die Kraft F = q(E + U x B)

Andererseits sind alle Inertialsysteme #quivalent, d.h. die Beschreibung physikalischer Gesetze muf3
unabhéngig vom gewihlten Inertialsystem sein. Insbesonders miissen die Krifte auf eine Probeladung
g von beiden Beobachtern als gleich gemessen werden: Wenn der Beobachter O’ seine Ergebnisse in
den Koordinaten von S beschreibt, indem er eine Lorentz-Transformation anwendet, muf3 er zu den
gleichen Ergebnissen gelangen wie der Beobachter O im System S. — Daher muf} ein Zusammenhang
zwischen E’ , Eund B dergestalt bestehen, daf die Aquivalenz der Inertialsysteme bei der Beschreibung
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Abbildung 83: Zur Herleitung des E Feldes einer bewegten Ladung.

physikalischer Gesetze gewahrt bleibt. D.h. die Wirkung von E Bnd B auf die Probeladung ¢ im System
S muf} zu den gleichen Gesetzen fithren wie die Wirkung von E’ auf ¢ in 5.

11.4 Das elektrische Feld einer bewegten Ladung

Eine Probeladung ¢ mége im Laborsystem S im Punkt (z,y, z) ruhen, wiihrend eine im Nullpunkt des
Systems S’ruhende Feldladung @ sich mit der Geschwindigkeit (v,,0,0) relativ zu S bewegt und zum
Zeitpunkt ¢ = 0 den Koordinatenursprung (0,0, 0) passiert (Abb.83).

Wir berechnen die Kraft F = qE zur Zeit ¢ = 0 und damit die Feldstérke E der bewegten Ladung
@ vom Standpunkt des Beobachters O :

Die Grofle der Ladung @ bzw. g wird durch die Bewegung nicht geéindert (relativistische Invarianz
der Ladung). In S haben die Ladungen @ bzw. ¢ zur Zeit ¢t = 0 die Raum-Zeit-Koordinaten (0, 0, 0, 0)
und (x,y, z,0). Im System S’, das sich mit der Ladung bewegt und dessen Ursprung zur Zeit ¢ = 0 mit
dem von S zusammenfillt, bleibt @ fiir alle Zeiten im Ursprung O’(0,0,0,¢’), wihrend fiir ¢ die Ko-
ordinaten (z/,4y',2',t') in S’ sind. Die Standard-Lorentz-Transformation fiir Linge, Geschwindigkeiten
und Krifte sind in Tabelle SLT zusammengestellt.

Standard-Lorentz-Transformation
Lénge & Zeit Geschwindigkeit
' =y(x — vt) = Al = Al,\/1- 5% ul, = 6(uy — )
0
y=y's z=72 =ty
)
t':’y(tfz—f) = At =At-~y u;:;uz
mit
T
Y=YV B=— | 8=1/0- ) 6 =1/(1- =)
Krifte
(e — ; (e —
F;;:(Z(FJ;_F_QF.;) Fzzé(Fa’:—F—QF-u’)
B B
Fl = ;Fy, Fl = ;FZ Fy=gky, F.=gF

Fiir diesen Fall sind die Koordinaten:

/ / /

d=r@—uvt); Y=y F=z t'=9t-—=)
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Abbildung 84: E -Feld einer bewegten Ladung fiir verschiedene Geschwindigkeiten

Beachte: Die in S gleichzeitigen Punktereignisse (0,0,0,0) fir @ und (x,y, 2,0) fiir ¢ zur Zeit t = 0
werden fiir den Beobachter O’ im System S’nicht mehr gleichzeitig stattfinden: (0,0,0,0) fiir @ und
(2,2t = va,y, z, —yvx/c?) fir ¢. Um die Kraft zwischen ¢ und @ zu bestimmen, miissen wir die
Koordinaten beider Ladungen gleichzeitig messen. Da @ in S’ ruht, bleiben ihre Raumkoordinaten
zeitlich konstant und sind dieselben fiir ¢ = 0 und #' = —yvz/c?. Daher ist der Abstand r’ = (22 +
y'? + 2)1/2 zwischen Q und q eindeutig bestimmbar. In S’ gilt das Coulombgesetz:

= = qQ 7
Fr=qf =122
a dmeg r'?

Transformieren wir die Krifte mit Tabelle LT ins System S, so ergeben sich fiir @ = 0 (Feldladung ruht
in 9 :

’ qQ o'
Fo = =g (69)
/
oo oo IRy
Y Ty dmeg '3
74Q 7
FZ == F/ == i
R 4deg 1’3
Fiir t = 0 gilt:
o =qw; Y =y A= - = (P )
daher erhilt man fiir den Beobachter O die Vektorgleichung;:
q@Q 7 .
F(y,7) = . = q.E(y,7) (70)

dmeo (P2 4y + 22)°2

Auch fiir den Beobachter O wirkt die Kraft immer lings der Verbindungslinie 7 von ) nach q, aber
sie ist nicht mehr kugelsymmetrisch: Liegt ¢ auf der z-Achse, d.h. in Bewegungsrichtung von @, so
ist y =2 =0 und F wird um den Faktor 1 /~? kleiner; in Richtung senkrecht zu o ist z = 0 und F
wird um den Faktor v grofier. Das elektrische Feld ist in Abb. 84 fiir verschiedene Gewschwindigkeiten
dargestellt. Mit dem Winkel ¢ zwischen Geschwindigkeit @ und der Richtung von 7 la8t sich E(v, )
umformen:

Q@  (A-v*/A)T
4meg [1 — (v2/c?) sin® ¥]3/2
Das elektische Feld einer bewegten Ladung ist nicht mehr kugelsymmetrisch, sondern
hingt vom Winkel 9 gegen die Bewegungsrichtung ab!

Bly,7) = (71)
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Abbildung 85: Winkelabhéingigkeit der elektrischen Feldstéirke um eine gleichformig bewegte Punktla-
dung fiir verschiedene Geschwindigkeiten.

Abbildung 86: Die Ladungen @ und ¢ ruhen im System S’ und haben im System S die gleiche Ge-
schwindigkeit v,

11.5 Zusammenhang zwischen elektrischem und magnetischem Feld

Wir betrachen den Fall, da§ sich beide Ladungen ¢(0,y,z,¢t = 0) und Q(0,0,0,¢ = 0) im System S

mit der Geschwindigkeit ¥(v;,0,0) parallel zueinander im konstanten Abstand r = /22 4 y2 bewegen
(Abb. 86).

Im System S’, das sich mit o bewegt, ruhen beide Ladungen und haben immer die Koordinate
7' = 0 und den Abstand 7' = y/2’2 4+ 3’2 = r. Der Beobachter O’ in S’ mifit daher:

F. =0

F/ — q Q y_/
v 4deg 1’3

F = qQ Z_/
# dmeg 1’3
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Wir transformieren die Kréfte ins System S, wobei @’ = 0, da ¢ in S’ ruht:

F, = F.=0
qQ 'y

F, = F/y=
Y y/fy dmeg yr'3
qQ =z
F, = F/yv=—-% -
2/ 4reg yr3

Wenn ¢ in S ruhen wiirde, hiitten wir nach Gleichung 69 zur Zeit ¢ = 0, d.h.: = = 0, die Kraft:

F, = 0
9Qy .,
Fy a 47750773_71?9
Y4 z /
4eg 1’3 e
= 749@Q
F = 47‘_60 T/g {Oﬂy’ Z} (72)

Wenn die Beschreibung in beiden Inertialsystemen zu gleichen Ergebnissen fiihren soll, mufl der Unter-
schied zwischen obigen Kriften

—

N qQ 1 1 = = S
AF - W (; N ry) {anaz} = (; - ry) F/ - Fm“gn = q(v X B) (73&)

der magnetischen Kraft ﬁmagn = q(¥ x E) entsprechen, die der Beobachter O im Ruhesystem experi-
mentell fiir bewegte Ladungen gefunden hat.

= q@Q

a7 x B) =  4meg '

v2

v2 _ -
T2 {0,y,2} = —=F

Ein Vergleich von 72 und 73a zeigt, dafl zwischen dieser magnetischen Kraft, die fiir den Beobachter O
bei bewegter Feld- und Probeladung auftritt, und der elektrischen Kraft Fe;, die O bei ruhender Probe-
und Feldladung mif3t, die Beziehung besteht:

_, v2 o

Fmag = _EFel (74)

Die zusitzliche magnetische Kraft kommt also durch die Bewegung von @ zustande. Wiirden sich
beide Ladungen mit Lichtgeschwindigkeit v = ¢ gegen das System S des Beobachters O bewegen, so
wiirde ﬁmag = ,ﬁel, d.h. die Gesamtkraft zwischen beiden Ladungen wiire unabhiingig vom Vorzeichen
beider Ladungen Null (Abb.87). (Diese Situation tritt annéhernd bei Teilchenbeschleunigung auf, wenn
Elektronen oder Protonen v ~ 0,9999¢ erreichen).

Fiir den Zusammenhang zwischen elektrischem und magnetischem Feld der bewegten Ladung im
Laborsystem erhilt man im ruhenden Laborsystem S aus ﬁmagn = q(v x é) und l*:"el = qE durch
einsetzen in 74:

E = ——(txB) (75)

S
|

= S (FxE) (76)

Da B 1l E folgt fiir die Betriige der Felder einer bewegten Ladung.

1
B=—F fir v—c wird B=-F (77)
C &

Das Magnetfeld einer bewegten Ladung kann relativistisch als eine Anderung des elektrischen Feldes
erklirt werden. Diese Anderung AF der Coulombkraft F auf eine Probeladung ¢ ergibt die Lorentzkraft
q(¥ x B).
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Abbildung 87: Elektrische und magnetische Kriifte von zwei Ladungen, die sich mit gleicher Geschwin-
digkeit bewegen (a), Wechselwirkung zwischen einem geraden stromfiihrenden Leiter und der Ladung
g im System S, in dem der Leiter ruht und ¢ bewegt sich mit v; im System S’ ruht die Ladung ¢ und
die Ladungstriiger bewegen sich mit p — v (b)

11.6 Relativistische Transformation von Ladungsdichte und Strom

Wir machen uns die Ursache fiir das Magnetfeld eines Stromes an einem weiteren Beispiel klar: Eine Pro-
beladung ¢ bewegt sich mit ¢ parallel zu einem geraden Leiter, durch den der Strom I flieft (Abb. 87b).
Im Laborsystem, in dem der Leiter ruht, wird vom Beobachter O die Lorentzkraft ¢(7 x B) gemessen.
Fiir ihn hat der elektrisch neutrale Leiter die Ladungsdichten A\_ und A, fiir die Elektronen bzw. po-
sitiven Ionen, wobei A_ = —A,. Die Elektronen bewegen sich mit einer Driftgeschwindigkeit ¥p gegen
die im Leiter ruhenden Ionen, sodafl der Strom I = vp A_ entsteht.

Fiir den Beobachter O’ der sich mit ¢ parallel zum Leiter bewegt, ist die Leiterlinge infolge der
Lorentz-Kontraktion verkiirzt, und er mifit daher eine hshere Ladungsdichte:

/\+ 1 )‘0 ! : ! v’

— =9\ A =————=9'A_ mit g=—, ' =— (78)
/1 . 62 + /1 . 6/2 c

fiir die ruhenden Ionen bzw. Elektronen, die sich nach dem Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten
(Tabelle TR) mit der Geschwindigkeit

N, =

ol

’ Up — 0
V=
1—wpv/ec

relativ zu O’ bewegen. Die Ladungsdichte wiire \q fiir einen Beobachter, der sich mit den Elektronen
mitbwegt. Es gilt daher auch analog

)\0 ’ \/ 1- BQD
A =——— — A =7
V16D Vi=p
Mit dem Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten (Tabelle TB)

ﬁ/ _ ﬁD B ﬂ
1-88p
kénnen wir 4 eliminieren:

/\/_: 1*66D

Ao =79(1- A
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Die Transformation fiir die Ladungsdichte ist

p'=py(1-PBBp) (79)
Wiéhrend fiir den ruhenden Beobachter O der Leiter elektrisch neutral ist ( A = —\,), ergibt sich fiir
den mit der Ladung ¢ bewegten Beobachter O’ eine von Null verschiedene Ladungsdichte:
A (1=0B8p) A= v
N=N 4\ =—Z&£ 4 D/7- — v ypA
wobei hier A = —A_ verwendet wurde. Die Stromstirke fiir O ist I = A_vp. Fiir den bewegten

Beobachter O’ hingegen:
I'=X, (-v)+ X v

Setzt man fiir X', , A" und v’ die obigen Ausdriicke ein und berticksichtigt A} = —A_ so ergibt sich:

I
s "

Der bewegte Beobachter O’ mifit einen um den Faktor v gréfieren Strom als der ruhende Beobachter
0.
Auf die bewegte Ladung ¢ wirkt fiir den mitbewegten Beobachter O’ die Kraft

I'=

ﬁ/— E’/_q>\/72_ i I f
- = Qmegr 12 2meg T

Der ruhende Beobachter mifit entsprechend der Lorentz-Transformation (Tabelle LT):

E_qv I 7

Fof o L7
~ c? 2meg 1

Da das Feld eines stromfiihrenden Leiters den Betrag B = po I/(27r) hat und senkrecht zu ¢ und #
gerichtet ist, 148t sich obige Gleichung auch schreiben:

(7 x B) (80)

dies ist identisch gleich der Lorentzkraft, wenn folgende Beziehung fiir die Feldkonstanten gilt

1
oMy = 0_2 (81)

Relativistische Effekte machen sich hier schon bei kleinen Geschwindigkeiten bemerkbar, denn die
Driftgeschwindigkeit liegt bei einigen mm/s; die wesentlich hoheren thermischen Geschwindigkeiten
mitteln sich ja heraus.

Zusammenfassung: Das Magnetfeld eines Stromes und die Lorentzkraft auf eine bewegte Probela-
dung q im Magnetfeld lassen sich mit Hilfe der Relativitdtstheorie allein aus dem Coulomb-Gestz und
den Lorentz-Transformationen herleiten. Das Magnetfeld ist also keine prinzipiell vom elektrischen Feld
unabhingige Eigenschaft geladener Materie, sondern ist im Sinn der Relativititstheorie eine Anderung
des elektrischen Feldes bewegter Ladungen infolge der Lorentz-Kontraktion. Daher spricht man vom
elektromagnetischen Feld einer bewegten Ladung.

11.7 Transformationsgleichungen fiir das elektromagnetische Feld

Zur Herleitung der Transformationsgleichungen fiir E und B beim Ubergang von einem ruhenden zu
einem bewegten Inertialsystem betrachen wir den Fall von Abb. 86, dafl im Laborsystem S sich beide
Ladungen Q(z(t),0,0) und g¢(x(t),y, 2, ) parallel zueinander mit der Geschwindigkeit ¥ = (v,,0,0)
bewegen und daher im bewegten System S’ ruhen.
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Der ruhende Beobachter im Laborsystem S mifit die Kraftkomponenten

F, = qbE,
Fy = q(By —v,B;)
F., = q(E.+v:By)

auf die Probeladung ¢ und schliefit daraus auf das Vorhandensein eines elektrischen und magnetischen
Feldes.

Der mit den Ladungen mitbewegte Beobachter O’ mifit nur ein elektrisches Feld (allerdings ein
anderes als der ruhende Beobachter):

F,=qE,; F,=qE,; F.=qkFE.

Zwischen den Kraftkomponeneten in beiden Systemen miissen geméfl Tabelle TB fiir @ = 0 die Trans-
formationen gelten (beachte: hier ist das gestrichene System S’ das System, in dem die Ladungen
ruhen):

F. =Fy; F;:'yF F. =~F,

woraus der Zusammenhang zwischen E,B und E' folgt:

E. = E, (82)

E, = y(E,-v.B,)

E, = ~(E,+v,B,) (83)
Fiir ¢ parallel zur 1-Achse (x-Achse) El = B (84)

E =~(E, —v,B )} = 5 .
, YR Bl o= A(E+ (@ xDB)) (i=2,3 bzw. y,2) (85)

Fiir die Riicktransformation, die den Fall beschreibt, dafl @ im System S ruht, so dal O’ ein elektrisches

und magnetisches Feld beobachtet, gilt wegen v/, = —v, :
E, = E.
E, = ~(E,+v,B)
E. = ~(E-v,B)
Fiir ¥ parallel zur 1-Achse E, = E (86)
Ey = F)/(Eg/; + UacB./z) =l - 5/
E = E — B =23 87
EZ:,Y(E;_UIB;> 7 ’Y( (UX )) (7’ ) ) ( )

Fiir den allgemeinen Fall, daf sich ) sowohl gegen O als auch gegen O’ bewegt, messen beide Beobachter
sowohl elektrische als auch magnetische Felder, aber von unterschiedlicher Grofle. Die entsprechenden
Transformationsgleichungen ergeben sich aus 82 und 86 und den Lorentztransformationen fiir die Ge-
schwindigkeiten:

v
Bg/, = ’Y(By + EEZ)
v
B, = ~(B.- gEy)
Fiir ¥ parallel zur 1-Achse B, = B (89)
v
B! =~(By + 5 E.)
y Y 2z , 1, ., =
, TN B = B xE) (=29 (90)
Bz = 7<BZ - gEy)
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und die entsprechende Riicktransformationen

B, = B
v
B, = (B~ %E.)
v
B. = (B/+§E;/)
Fiir ¢ parallel zur 1-Achse B, = B (92)
v
B, =~(B, - LE) L
LG B = B g E) (=29 (93)

v

Die Gleichungen 82, 86, 89 und 92, in denen die Felder E und B gekoppelt auftreten, zeigen, daf} elek-
trische und magnetische Felder eng miteinander verkniipft sind, — Dieses gekoppelte Feld bezeichnet
man als elektromagnetisches Feld. Die Trennung in rein elektrische oder magnetische Komponen-
ten hingt vom Bezugssystem ab. Beachte: alle Beobachter in beliebigen Inertialsystemen miissen zu
widerspruchsfreien, konsistenten Aussagen iiber die Bewegungsgleichungen kommen.

Die Transformationsgleichungen sagen aber noch mehr: Ist in einem Inertialsystem (S) E= 0, dann
gilt in jedem anderen System S’, das sich mit v relativ zu S bewegt:

E = (T x E’) = —(7 x B')  gilt nur, wenn F =0 (94)

und ebenso: Ist in einem Inertialsystem (5) B= 0, dann gilt in allen anderen Systemen S’

e g ]. — 1 — — —

B = —6—2(17>< E') = 0—2(17' x E')  gilt nur, wenn B =0 (95)
d.h. es kann nicht in einem weiteren Inertialsystem eines der Felder verschwinden, es sei denn, beide
Felder verschwinden in allen Inertialsystemen. Dies zeigt die Verflechtung von elektrischem und ma-
gnetischem Feld.

11.7.1 Ladungsinvarianz

Im System S befindet sich im ortsfesten (vp = 6) Volumen AV = Al,Al,Al, die Ladung AQ. Der
Beobachter in S bestimmt dieses Volumen mit AV’ = All Alj Al’, welche Ladung registriert er? Mit
der Lorentzkontraktion von Al’, und der Transformation fiir die Ladungsdichte (79) ergibt sich

AQ = p'AV = py- Algy/1 = B°AL, AL = pAV = AQ

12 Zeitlich veridnderliche Felder

Bisher haben wir nur zeitlich konstante elektrische und magnetische Felder behandelt, die durch ruhende
Ladungen, bzw. stationéire Strome hervorgerufen werden. Alle Eigenschaften dieser statischen Felder
lassen sich durch sieben Gleichungen beschreiben

VxE=0 VXB)*,LLO;

V- E=p/e V-B=0

E=-V¢ B=VxA
j=0E

Wie miissen nun diese Gleichungen erweitert werden, wenn sich die Ladungsdichten p und Strom-
dichten 7 und damit auch elektrische und magnetische Felder zeitlich éndern? Wir werden vorest ”lang-
same” zeitliche Verinderungen betrachten, bei denen die Laufzeit des Lichtes iiber den Durchmesser
der Ladungs- bzw. Stromverteilung sehr klein ist gegen die zeitliche Anderung von p und j
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Abbildung 88: Zum Induktionsgesetz

12.1 Faradaysches Induktionsgesetz

Michael Faraday (1791-1867) erkannte 1831, dafl entlang eines Leiters in einem zeitlich veréinderlichen
Magnetfeld eine elektrische Spannung ( = Induktionspannung) entsteht. Bewegt man einen Stab-
magneten durch eine Leiterschleife, so beobachtet man (Abb. 88e) eine zeitabhiingige Spannung U(t),
die am Ostzillograph sichtbar gemacht werden kann.

Faradaysche Experimente (Abb. 88):

a) Bewegung eines Stabmagneten (inhomogenes Feld) durch eine Leiterschleife — in der Leiter-
schleife wird eine Spannung induziert (bzw. es flieit ein Strom, dessen Richtung von der Be-
wegungsrichtung bzw. Polausrichtung abhéngt); die Stromstéirke héngt von der Geschwindigkeit
ab.

b) Bewegung der Leiterschleife durch ein inhomogenes Feld ergibt dquivalente Ergebnisse.

¢) Bewegung der Leiterschleife im homogenen Feld: Andert sich die Richtung zwischen der Leiter-
schleife und den Feldlinien nicht, so ergibt sich kein Strom in der Schleife. Bei Rotation der
Leiterschleife fliefit ein Strom.

d) Anderung der Schleifenfliiche ergibt einen Strom, das Vorzeichen hiingt davon ab, ob die Fliche
vergrofert oder verkleinert wird. Ist die Schleifenfléiche parallel zu den Feldlinien, wird bei einer
Fldchensinderung keine Spannung bzw. Strom induziert.

12.1.1 Bewegung eines Leiters im homogenen Magnetfeld

Wir betrachten die Bewegung eines stabférmigen Leiters senkrecht zu einem homogenen Magnetfeld
(Abb. 89). In dem Inertialsystem S, in dem B herrscht und der Stab sich mit ¢ in positve y-Richtung
bewegt, soll urspriinglich kein E-Feld herrschen. In diesem Fall tritt im Ruhesystem des Leiters S’
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Abbildung 89: Bewegung eines Leiters (a) bzw. Leiterschleife (b) durch ein homogenes B-Feld im
Bezugssystem S; das Bezugssystem S’ bewegt sich mit dem Stab, dort tritt das Feld E’auf.

sowohl ein B’-Feld (das fiir kleine 7 sich kaum von B unterscheidet) als auch ein E'-Feld nach Gleichung
94 auf . . .
E =—-W"xB)=vxB

Dieses E’-Feld wird von dem ruhenden Leiter so modifiziert, dafl im Leiterinneren E = 0 ist. Es werden
daher im Leiter aufgrund von E' Ladungstriger fliecBen, die die Leiterenden positiv und negativ aufladen
und somit £’ im Leiterinneren kompensieren.

Im urspriinglichen Bezugssystem S wirkt auf die Ladungstriger die Lorentzkraft F = q(v x E)
Wenn B und @ in die positive z- bzw. positive y-Richtung zeigen, wird sie bei positiven Ladungstrigern
in die positive x-Richtung zeigen. Diese Ladungstrennung fithrt im bewegten Leiter zu einem positiven
bzw. negativen Ladungsiiberschufl an den Stabenden, d.h. zu einem E-Feld im Inneren. Gleichgewicht
herrscht wenn ¢ - E = —q(¥ x E) ist. Abgesehen von der Lorentzkontaktion des Stabes, die sich
nur mit 4% #ndert, gleicht die beobachtete Ladungsverteilung in S der in S’. Die elektrischen Felder
unterscheiden sich jedoch, da in S E nur von den Fliachenladungen herriihrt, wihrend sich das Feld in S’
aus den Flichenladungen und E’ zusammensetzt. Ein Beobachter in S (Ruhesystem des Leiters) sagt:
Im Stabinneren existiert kein elektrisches Feld, obwohl ein Magnetfeld vorhanden ist, geht davon keine
Kraft aus, da sich keine Ladungen bewegen und sich der Leiter in dem stationiiren E’ Feld befindet.
Der Beobachter in S stellt im Stabinneren ein Feld E = —¢ x B fest, das eine Kraft qE = —qU X B auf
die Ladungstriiger ausiibt und die Lorentzkraft somit ausgleicht. Beide Beschreibungen sind richtig.

Bewegt man eine Leiterschleife durch das homogene Feld (Abb. 89b), so treten die gleichen Prozesse
wie beim Stab auf: Es findet eine Ladungstrennung statt, verbunden mit der Spannung U, aber solange
das Magnetfeld sich nicht dndert, passiert nichts Weiteres (#hnlich wie beim Halleffekt). Das Ringin-
tegral verschwindet f Eds=0 , denn in beiden Schenkeln sind - im Umlaufsinn des Drahtes gesehen
- die Felder (Krifte) entgegengesetzt gerichtet.

Ein Magnetfeld induziert in einer Leiterschleife eine Spannung U;,q mit resultierendem Strom I,
wenn das von der Leiterschleife umschlossene Feld B sich #ndert oder die Fiche A der Leiterschleife
sich #ndert. Der magnetische Fluf} verkniipft BundA: & = J B.dA. Wir suchen einen Zusammenhang
zwischen ® und Uj,4 in einem Gedankenexperiment, bei dem sich ein Leiterbiigel einer Stromschleife
im Feld B mit der Geschwindigkeit & = d5/dt nach rechts bewegt (Abb.90). Die Lorentzkraft auf
die Ladungstriger g bewirkt einen Strom im Uhrzeigersinn. Oder: In dem Leiter wird ein elektrisches
Feld aufgebaut E = — (¥ x é) das den Strom I im Urzeigersinn durch die Leiterschleife treibt. (siehe
Gleichung 94). Diesen Strom kann man sich auch durch eine von der Bewegung des Leiterstiickes
induzierten negativen Spannung verursacht denken:

Uina = —E-f:(ﬁxé)-f:—g-(ﬁxf):—ﬁ-%(§xf)
LdA dd
Yind ¢ dt (96)

Durch die Bewegung des Biigels wird die Fliche A vergroflert, die Anderung dA /dt ist positiv, somit
parallel zu B gerichtet: A bildet mit dem Kreisstrom eine Linksschraube! Die zeitliche Verdnderung
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Abbildung 90: Der Leiterbiigel bewegt sich mit ¢ und vergréfiert die Fliche dA.

der Fliche kann entweder positiv oder negativ sein kann. Wir konnen dies fiir beliebig geformte Leiter
verallgemeinern:

d = dd

Uina==% | B dt

Induktionsgesetz: die in der Leiterschleife induzierte Spannung ist gleich der negativen zeitlichen
Anderung des Flusses durch die Leiterschleife. Bei konstanter Schleifenfliiche kann die FluBinderung
natiirlich auch durch ein zeitlich verinderliches Feld hervorgerufen werden.

Wir begegnen einem neuen Phiénomen: Bisher galt fiir geschlossene Leiterschleifen mit Stromquellen
die Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes § E.dS = 0. Jetzt beobachten wir in einer geschlossenen
Leiterschleife eine Stromflufl ohne Stromquellen, und das elektrische Feld ist nicht mehr wirbelfrei. Bei
zeitlich verdnderlichem Magnetflufl gilt fiir eine geschlossene Leiterschleife das Induktionsgesetz

%E.d§:/rotﬁ.dg:U:—i/§~dfT
A dt J4

wobei A die von § umschlossene Fliche ist. Dies lifit sich auch differenziell schreiben und bedeutet,
daB ein zeitlich variables Magnetfeld ein elektrisches Wirbelfeld erzeugt:

- dB
tE = —— 99
ro p (99)

Beachte: Das durch Ladungen erzeugte E-Feld ist konservativ, d.h. es gilt rotE = 0 und E kann
als Gradient eines Potentials dargestellt werden: E= —V¢. Im Gegensatz dazu gilt fiir ein elektrisches
Feld, das durch ein zeitlich variables Magnetfeld erzeugt wird rotE = 0, die Feldlinien sind geschlossen
und dieser Anteil des elektrischen Feldes kann nicht als Gradient eines skalaren Potentials dargestellt
werden (siche Abb. 91).

Die Induktionsspannung in einer rotierenden Leiterschleife (mit der Kreisfrequenz w), die sich in
einer Zylinderspule befindet kann mit einem Oszillograph gemessen werden (Abb.92a). Dasselbe ergibt
sich, wenn die Leiterschleife fest steht (senkrecht zur Zylinderachse) und die Feldspule mit einem Wech-
selstrom I = Ipsinwt betrieben wird. Damit ist das Wechselfeld B(t) = py n Ipsinwt und die induzierte
Spannung in der MeBspule mit N Windungen und der Fliche F', die mit der Zylinderachse den Winkel
« einschliefit, ist:

do

Uind = 7%

= —pon IpNF cosa . w .coswt (100)
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Abbildung 91: Quellen des E-Feldes: stationéres Quellenfeld (a), elektrisches Wirbelfeld durch —dB /dt
erzeugt (b)

Bei rechteckformiger Variation des Magnetfeldes entstehen in der Mefispule Spannungsspitzen; siehe
Abb. 93b.

Die rotierende Leiterschleife im homogenen B-Feld ist das Prinzip eines Wechselstromgenerators.
Dabei ist der Rotationswinkel zeitabhingig a(t) = wt; (siche Abb.92) und ®(t) = BN Fcosa(t) =
BN Fcos(wt). Die induzierte Spannung ist wieder

dd(t
Uinda = ——di ) = B N F w sinwt.

12.2 Lenzsche Regel

Das Auftreten des negativen Vorzeichens im Induktionsgesetz wird als Lenzsche Regel bezeichnet und
erlaubt folgende Interpretationen:

e Das durch den induzierten Strom I erzeugte Magnetfeld Binq ist immer entgegengesetzt zu dem
die Induktion verursachenden Magnetfeld B gerichtet.

e Die durch den induzierten Strom I erzeugte Lorentzkraft Fj,q = I (f X E)ist immer gegen die
Kraft gerichtet, die den Drahtbiigel bewegt.

e Das System widersetzt sich jeder Anderung des magnetischen Flusses (Abb. 94).

12.2.1 Bewegung durch Induktion

Demonstration der Lenzschen Regel durch einen als Pendel aufgehiingten Al Ring: Der Ring wird
bei Annéherung des Permanentmagneten abgestoflen, bei Entfernen angezogen. Wird der Ring aufge-
schlitzt, konnen sich keine Induktionsstrome ausbilden und der Effekt ist nicht feststellbar.

Magnetische Kanone: Wenn die Anderung des Flusses d®/dt sehr groB ist, weil z.B. dt sehr klein
ist dann konnen in dem Al Ring sehr grofie Strome
1 do
Ling= ———
ind Ry dt

induziert werden. Dadurch entsteht ein Dipolmoment, p' = I A ,dessen Richtung entgegengesetzt zum
Magnetfeld ist.
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Abbildung 92: Induktionsspannung einer Leiterschleife im zeitlich variablen Magnetfeld (a), Modell
eines Wechselspannungsgenerators (b)
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Abbildung 93: Erzeugung einer induzierten Wechselspannung (a), bei rechteckférmiger Variation des
B-Feldes treten Spannungsspitzen in der Mefispule auf (b).
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Abbildung 94: Zur Lenzschen Regel: Das durch den induzierten Strom erzeugte Magnetfeld Bina ist
immer entgegengesetzt zu dem erzeugenden B-Feld (a), derselbe Sachverhalt mit —dB/dt (b).

g
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Abbildung 95: Demonstration der Lenzschen Regel: schwingender Al Ring (a), magnetische Kanone

(b)
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Abbildung 96: Modell eines Unipolargenerators, Schleifer rotiert mit w im homogenen Feld B auf
einem leitenden Ring (a), leitende Scheibe rotiert im Feld (b), leitender Zylinder rotiert um einen
Permanetmagnet (c).

Unipolargenerator (Wirbel-Gleichstromgenerator): Rotiert eine Metallscheibe in einem homo-
genen Feld, so wird zwischen Drehachse und dem Scheibenrand eine Spannung gemessen (Abb.96). Dies
ist die Basis fiir die Unipolarmaschine bzw. die Umkehrung des Barlowschen Rades. Wir betrachten
vorerst einen Biigel, der auf dem Kreisring mit der der Winkelgeschwindigkeit w = dp/dt rotiert. Nach
Gleichung97 ist das Ringintegral nur auf der Strecke 0-1 verschieden von Null, denn auf 1-2 ist das
skalare Produkt Null und die beiden Spannungsabgriffe bewegen sich nicht:

1 . N 1 1 R2
U1o:/ (7 x B)-dl:/ U.B.dl:wB/ RdszBT
0 0 0

Dasselbe muf3 auch U;,q = —d

ist A(t) =wt.R2/2 7

‘I> ergeben (Integrationsweg(b) in Abb.97 ). Die "zeitabhéngige” Fliche

dA  R? dd 1
= -~ —_BR?
R T

1 BR2r _ AB
Ui = —3B R = — === = -

2 T T

Gegeniiber dem 1. Losungsweg (a) ergibt sich nun eine negative Spannung. Folgende Uberlegung
zeigt, dafl beide Ergebnisse korrekt sind. Beim 2. Losungsweg (b) ist man von einem positiven Fluf}
ausgegangen, das bedeutet, dafl dA und B parallel sind. Diesem A entspricht ein positiver Umlaufsinn
d§ (d.h. gegen den Uhrzeigersin Abb.97b). Uj,q ist aber negativ herausgekommen, also gegen diesen
positiven Umlaufsin. Dies entspricht dem 1. Ergebnis, wo wir eine positive Spannung zwischen 3-4
(bzw. 1-0) erhalten . Die Spannung nimmt von der Drehachse nach auien zu; mit A =1m? B=1T
und der Umlaufzeit von 7 = 0.02s wird eine Spannung U =50V erzeugt. Da der Innenwiderstand eines
Unipolargenerators klein ist (Kupferscheibe) kénnen damit hohe Gleichstréme I = 242 bis zu 50kA
erzeugt werden.

12.2.2 Wirbelstrome

Induktionsstrome, die in ausgedehnten Leitern auftreten, nennt man Wirbelstrome. Bewegt man eine
Leiterplatte senkrecht durch ein rdumlich begrenztes Magnetfeld mit der Geschwindigkeit ¢/, so ent-
stehen in der Platte geschlossene Wirbelstrome (sieche Abb.99): In der rechten Hélfte der Platte (in

"Denn 27 = R%m, wt 2 A(t) = A(t) = wt.R?/2
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Abbildung 98: Unipolargenerator, Kraft auf die Leitungselektronen (b).

Richtung von ¢) nimmt die vom Feld durchsetzte Flidche dauernd ab = BdA < 0, d.h. I ist beziiglich
B rechtshindig. In der linken Hilfte der Platte ist BdA > 0, = [ ist beziiglich B linkshéndig.

Die Anderungen des Flusses induzieren daher zwei gegenliufige Strome in der linken und rechten
Halfte der Platte und bremsen entsprechend der Lenzschen Regel die Bewegung der Platte. Die Bewe-
gungsenergie wird in Joulsche Verluste d.h. Wirme umgewandelt = Prinzip der Wirbelstrombremse.
Wird die Platte lamelliert, so konnen sich nur geringe Wirbelstrome ausbilden und die Démpfung
(Bremswirkung) ist gering. (= Siehe Abb. 100, Waltenhofensches Pendel).

12.2.3 Selbstinduktion und Gegeninduktion

Fiir die technische Anwendung von Spulen ist es unpraktisch, zur Bestimmung der Fluinderung das
Zeitintegral iiber die gemessene Spannung zu berechnen

Dy . . to
Acb:/ d<I>:/B.dF: —/ Upnal(t) dt

[ t1

O\S O\
QO
ONOJO]

<

Abbildung 99: Wirbelstrome in einer im B-Feld bewegten Leiterplatte
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Abbildung 100: Levitation durch Wirbelstrome (a), Waltenhofensches Pendel (b)

Man sucht nach einem Zusammenhang zwischen magnetischem Flu und Strom durch die Leiterkonfi-
guration und bezeichnet die skalare Grofle als Induktivitit. Dies vereinfacht die Rechnung, auch wenn
eine exakte Berechnung dies Zusammenhanges komplex sein kann.

Selbstinduktion: In einer stromdurchflossenen Spule wird bei zeitlicher Anderung des Stromes der
magnetische Flul gedndert. Nach der Lenzschen Regel und dem Induktionsgesetz entsteht dabei in
der Spule selbst eine Induktionsspannung, die der von auflen ”stromtreibenden” Spannung entgegen-
gesetzt ist. Da das Magnetfeld proportional zum Strom durch die Spule ist, ergibt sich ein linearer
Zusammenhang zwischen magnetischem Flufl und Strom:

d = /B.dﬁ:L.I
V.s

L] = 1-—==1H

[L] A

wobei die Proportionalitidtskonstante Selbstinduktionskoeffizient oder (Selbst-) Induktivitét ge-
nannt wird. Damit ergibt sich fiir die Induktionspannung

dl
it = —LZ 101
Uina 7 (101)

In der Spule, in der eine Feldéinderung dB /dt durch eine Stroménderung dI/dt erzeugt wird, wird selbst
eine Spannung Uj;,q induziert.

Einschaltvorgang: Zur Zeit t = 0 wird an den Kreis mit Widerstand R und Spule die konstante
Spannung Uj gelegt (Abb 101). Mit der Maschenregel (Summe der Quellspannungen = Summe der

Spannungsabfille) gilt:

I
Uy+Uippg = RI = U():RIJFL%

Dies ist eine lineare inhomogene DG 1. Grades. Thre Losung ergibt sich als Summe aus der allgemeinen
Losung der homogenen DG RI+L4%L = 0 mit dem Ansatz I(t) = Ce™* = I(t) = Ce™ /D)t und einer
speziellen Losung der inhomogenen DG. Eine partikuldre Losung der inhomogenen DG ist fiir t = oo
der stationére Fall Iy = Uy/R. Mit den Anfangsbedingung fiir t = 0 : I(0) = 0 und U(0) = Uy ergibt
sich die allgemeine Losung der inhomogenen DG:

R
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Abbildung 101: Einschaltvorgang

Der Strom steigt beim Einschalten nicht plotzlich auf Iy, sondern mit der Zeitkonstante 7 = L/R
langsam an. I(7) hat etwa 63% des stationdren Stromes I(o0) = Iy = Up/R. Dies kann am Oszillograph
oder auch mit Lampen sichtbar gemacht werden (Abb. 101 b). Fiir R = 0 ergibe sich ein linearer
Stromanstieg I(t) = (Uy/L)t.

Ausschaltvorgang: Fiir ¢t < 0 ist der Schalter in Abb. 102 geschlossen, dann flieit I; = Uy/Ry
durch den Widerstand Ry und Iy = Up/Ry, durch die Spule. Fiir Ry > Ry, ist Iy > I;. Bei t = 0 wird
der Schalter geofinet, so ergibt dies mit den Anfangsbedingungen Uy(t = 0) = 0 und I2(0) = Iy :

dly
0=IR—Upa= LR+ LE = Lt)=1I e Tt
Uber der Spule entsteht eine Induktionsspannung
dl.
Uina = ~Iz(Rp + Ro) = ~L—2
t
und durch das Amperemeter (Abb. 102d) flieBt nun ein groferer Strom Iy = —I5 in umgekehrter
Richtung als vor dem Offnen des Schalters. Mit Uy = Ig Ry ergibt sich
Uind = _Uome*%t

Ry,

sodaB fir Ryg >> Ry die induzierte Spannung Uj,q(t = 0) &~ (Ro/Rr)Uy wesentlich grofier als Uy
wird. Dies kann bei kleinem Ry, zu sehr hohen Induktionsspannungen fithren! = Durchbrennen der
Gliihlampe.

Leuchtstofflampe und deren Ziindung: Die Leuchtstofflampe (LL) ist seit vielen Jahren die wich-
tigste Lichtquelle. In ihr wird das Licht der zwischen dem Kathoden- und Anodenfall liegenden positiven
Séule ausgeniitzt, wobei die Rohrenléinge bis zu 3 m sein kann. Die Elektroden sind Gliihoxidelektro-
den; in dem rohrenformigen Glaskolben ist Ne oder Ar-Gas (10-100 Pa) und eine entsprechend dosierte
Menge Hg, das in Form von Tropfchen an der Glaswand héingt. Nach dem Ziinden iiber das Ar kommt es
zur Verdampfung des Hg, wobei sich ein Druck von 100-200 Pa ausbildet. Durch Stoffionisation kommt
es zu einer selbstindigen Gasentladung mit blauem Licht (Niederdruck-Quecksilberdampflampe). Etwa
95% der Lichtausbeute ist unsichtbare UV-Strahlung, die durch Leuchtstoffe an der Glaswand in sicht-
bares Licht umgewandelt wird. Das Licht der LL ist daher iiberwiegend eine Sekundirstrahlung, da
primér vorwiegend UV Strahlung (StoBionisation von Hg-Atomen) erzeugt wird. Als Leuchtstoffe wer-
den Phosphate, Worframate und Molybdate verwendet.

Grundsétzlich ist der Betrieb von einer LL mit Gleich- oder Wechselstrom mdoglich. Bei Wechsel-
strom dient die Induktivitét einerseits als Vorwiderstand (Blindwiderstand) und andererseits zur Ziin-
dung der Gasentladung (Abb. 103). Der Starter ST besteht aus einer Glimmlampe, bei der meist beide
Elektroden als Bimetallstreifen ausgebildet sind. Die Netzspannung (~220 V) ist nicht ausreichend,
um die Gasentladung zu ziinden, jedoch ausreichend, um die Glimmlampe, die nur eine Ziindspannung
von etwa 160 V benétigt, zu ziinden. Durch den schwachen Glimmstrom (30 mA) verbiegen sich die
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Abbildung 102: Entladevorgang

Glimmstarter »BM

Abbildung 103: Ziindschaltung von Leuchtstoflampe

Bimetallstreifen und bilden einen Kontakt, der kurzzeitig einen hohen Strom ( bis zum 2 fachen Be-
triebsstrom) zur Folge hat. Dadurch werden die Glithoxidelektroden der LL aufgeheizt und bewirkst
eine hohe Elektronenemission. Wihrend dieser Vorheizzeit von etwa 0,5 s kiihlen die Bimetallstreifen
wieder ab, biegen sich zuriick und unterbrechen den Stromkreis. Dadurch entsteht in der Spule (mit
Eisenkern) ein grofies d®/dt. = Die Ziindspannung (600-1000 V) der LL ist erreicht und die LL ziindet
iiber das Ar-Gas die Entladung, das Hg verdampft, und es bildet sich der Betriebsstrom I aus. Bei
Betrieb entseht an der Spule ein Spannungsabfall Uy, und auf die LL entf#llt dann die Betriebsspannung
100-110 V. Der Starter ST liegt daher bei Betrieb der LL auf 100-110 V und spricht nicht an, da seine
Ziindspannung 160 V betrégt.

Selbstinduktion einer Zylinderspule: Das Feld einer langen Spule (Linge !) mit n Windungen
pro Meter ist B = pgn I und der FluB durch eine Windung mit der Fliche F' ist ® = BF = pynlF.
Bei einer Anderung des Spulenstromes dI /dt wird die FluBinderung

dd dI
— = F—.
at "
Dabei wird an den Enden der Spule mit N = nl Windungen die Spannung induziert
dd dI dI
Una = —N— = —pogn’l F— = —L—
d at T dt
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Der Selbstinduktionskoeffizient L der Spule ist daher

N?F
= pyn’V

L=pgn’l F = py
FEine Spule hat dann eine grofle Induktivitit, wenn N und F' grofl und [ klein ist.

Die in der Spule gespeicherte Energie ist

W= /Uindldt:—L/Iﬁdt
. dt

LI?
\W|=L [ Idl = 5 (103)

Beachte das Vorzeichen: Nimmt der Strom mit der Zeit zu, verliert die Spule Energie (elektrische Ener-
gie wird in magnetische umgewandelt; nimmt der Strom ab, gewinnt die Spule Energie (magnetische
Energie wird in elektrische umgewandelt)

Selbstinduktion einer parallelen Doppelleitung Zwei lange, parallele Drihte mit Radius 7g
im Abstand d, durch die der Strom I in entgegengesetzter Richtung fliefit, bilden eine elektrische
Doppelleitung (Abb. 104). = Wichtig fiir Ubertragung elektrischer Leistung. Da das Auflenfeld eines
Drahtes B(r) = %WLI% ist, gilt auf der senkrechten Verbindungslinie:

1 1 1
Bt =L | — 45
Im Inneren der Dréhte ist fiir den linken ( I > 0;2 < 0) bzw rechten ( I < 0;z > 0) Draht
B = - bzw. B = - —
LT o2 (2 +a:) o "o2mrg \ 2 v

Der Flufl durch ein Stiick der Doppelleitung mit der Lénge [ durch die Fliche F' = d.l in der z-z-Ebene

ist
d/2—rg —d/2+r0 /2 , Il /1 d—
o= / B“da:+/ B;da:+/ Bldx :”0—<—+1n TO)
—d/2+4r0 —d/2 d/2—ro T \2 o

Damit ist der Selbstinduktionskoeffizient

_(I)_Mol 1 d—TO
L_I_ T (2—1—111 o )

Die Induktivitét einer Doppelleitung nimmt also mit dem Abstand d logarithmisch zu und nimmt
mit abnehmenden Drahtradius zu. Daher verwendet man fiir induktionsarme Doppelleitungen flache
Binder, die nur durch eine diinne Isolation getrennt sind; fiir d = 2r( erhilt man die minimale Induktion

l
L(d = 2ro) = £

Gegenseitige Induktion Wir betrachten die Wirkung eines stromdurchflossenen Kreises 1 mit I
auf den Stromkreis 2 mit dem Strom Is (Abb.105). Nach dem BS erzeugt der Kreis 1 im Punkt P(r) ein
Magnetfeld B mit dem Vektorpotential

ol [ 45

47 s1 12

wobei ds7 ein Wegelement der Kreises 1 ist. Dieses B Feld erzeugt einen Fluf}

— — — — - I d_"d_’
@:/B-dF:/rotA-dF:% A~d§'2:m7§ % e A
F F S92 47T S1 S2 r12
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Abbildung 105: Zur Gegeninduktion

Der Proportionalitétsfaktor

1o A5 - dsy
Lig = — —_— 104
12 47 f;\l fiz r12 ( )

heifit Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder Gegeninduktivitit. Er hdngt von der Geometrie der
Leiterkonfiguration ab und ist h#ufig nur numerisch berechenbar.

Einfache Beispiele: Rechteckige Leiterschleife im homogenen Feld einer Zylinderspule mit n Windungen
pro Meter wie in Abb. 92a. Der Fluf§ durch die Leiterschleife ist

@:/Eodﬁ:ponIFcosa

wobei a der Winkel zwischen der Zylinderachse und der Flichennormalen ist. Die Gegeninduktivitét
ist daher
Lig = pgn F cosa

sie wird Null fiir @ = 90°.

Zwei kreisférmige Leiterschleifen mit verschiedener Orientierung in Abb. 106 haben dann die
grofite Gegeninduktivitit, wenn die beiden Leiterebenen parallel sind. Der kleinste Wert ergibt sich bei
senkrechter Anordnung (Abb. 106¢), da der Flul der ersten Spule durch die zweit Null wird.
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Abbildung 106: Zur Gegeninduktion von zwei Leiterschleifen

Fiir eine parallele Anordnung (Abb. 106b) geht fiir kleine Abstéinde d << R praktisch der gesamte
FluB vom ersten Kreis ( mit B, = (19 /2R)) durch die zweite Spule. Damit wird die Gegeninduktivitét

_ gt _ tor
L12 = R 7T2R 9 R
fir d << R unabhéngig vom Abstand d. Fiir grofie Entfernungen d >> R ist B ~ p, I F/(2rd?), sodafl

Wiihrend diese Grenzfille einfach zu 16sen sind, muf fiir den allgemeinen Fall das Integral in Gleichung
104 berechnet werden — elliptische Integrale.

12.3 Energie des Magnetfeldes

Die beim Abschalten der dufieren Spannungsquelle in Abb. 102 im Widerstand R verbrauchte Energie
muf im Magnetfeld der Spule gesteckt haben.

~ > > 2L
Wmagn = / Uldt= / I2 Rdt = / Ig 6*(2R/L)t Rdt = 02
0 0 0

wobei Iy = I(t < 0) der vor dem Abschalten stationére Strom durch die Spule ist. = Supraleitende
Spulen konnen als Energiespeicher verwendet werden.
Mit L = pyn? V ergibt sich die Energiedichte des Magnetfeldes zu

o =W Lo B
mag Ty T P00 T o

Vergleich der Energie des elektrischen und magnetischen Feldes:

CcU? g0 E?
W=  wa=—3 (105)
LI H? B2
magn — T o magn — -5 1
W g 2 w g 2 2/1/0 ( 06)

12.4 Maxwellscher Verschiebungsstrom

In vielen Fillen ist die bisherige Form des Ampereschen Gesetztes

‘7{§~d§:uolzuo/5'dﬁ oder rotézuoj
c F
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Abbildung 107: Zum Verschiebungsstrom (a), Messung des Bg’-Feldes7 das vom Verschiebungsstrom
erzeugt wird (b).

nicht eindeutig, insbesonders wenn man die integrale Form von rot B = Noj verwendet mufl das Rin-
gintegral fiir beliebige Wege C' um den stromfiithrenden Leiter und das Flichenintegral fiir beliebige
Fléchen F gelten, die von diesen Wegen umrandet werden.

In Abb.107a ist ein Stromkreis mit Kondensator gezeigt, durch den ein zeitlich variabler Strom flief3t.
Wiihlt man als Integrationsweg die kreisformige Kurve S; so kann man als Fliche die Kreisfliche Fy
annehmen, aber auch jede beliebige geschlossene Fliche, die S; als Berandung hat; z.B. die ausgebeulte
Flidche F5, die durch das Innere des Kondensators geht, wo die im iiblichen Sinn definierte Stromdichte
Null ist. Das im Punkt P berechnete Magnetfeld wird bei der ersten Wahl mit F; durch das Amperesche
Gesetz einen sinnvollen Wert ergeben, wiithrend es bei der zweiten Fliche Null wiire.

Um diesen Widerspruch aufzulsen, wurde von Maxwell im Jahr 1865 ® der Verschiebungsstrom
eingefiihrt. Wenn beim Aufladen des Kondensators ein Strom in den Leitungen flie3t, éindert sich die
Ladung Q = EoE.ﬁ auf den Kondensatorplatten und damit auch das elektrische Feld zwischen den
Platten .

I= % = % (20B.F) = z—:oF(iZ—f
Damit 148t sich ein Verschiebungsstrom Iy = gq F.dE /dt und damit eine Vershiebungsstromdichte
definieren:

- OF
v =eogr (107)

Sie ist direkt mit der zeitlichen Anderung des E Feldes verkniipft. Die partiellen Ableitungen wurden
hier gewihlt, da dies auch fiir inhomogene Felder E(7,t) gilt. Das erweiterte Amperesche Gesetz ist
mit dem Verschiebungsstrom

5 - 2 2 = = 2 2 = 8E
fB-ds:uo/(J +jv)-dE - oder 1ot B = puo(j+jv) = ol + Ho o
C F

Wegen jie9 = 1/c? 1t sich die differentielle Form auch schreiben

1 0F

tB = 1) + —— 108
1o Kol T =2 (108)

8 James Clerk Maxwell (1831- 1879)

100



Magnetfelder werden nicht nur von Stromen, sondern auch von zeitlich verdnderlichen elektrischen
Feldern erzeugt.

Anmerkung

Erst mit dem Verschiebungsstrom wird die Kontinuitétsgleichung erfiillt (Ladungserhaltung ist ge-
rettet). Aus Gleichung 108 wird

= -1
div-rotB =0 = pgdivyj + —Q%dlvE

was mit divE = p/eo die Kontinuitétsgleichung ergibt

Op
di =0 109
Wi+ = o (109)
Das verallgemeinerte Amperesche Gestz kann experimentell mit einem Plattenkondensator (kreis-
formige Platten mit Radius Ry) iiberpriift werden, an den man eine hochfrequente Wechselspannung
Uc = Up coswt anlegt (Abb. 107b). Der Verschiebungsstrom ist
aQ dUc

=(C——= = —CUpyw sinwt

I
VT ar dt

Die Magnetfeldlinien sind konzentrische Kreise um die Symmertrieachse des Kondensators. Das B Feld
ist am Rand der Kondensatorplatten B = pqly /2n Ry und 148t sich mit einer Induktionsspule mit N
Windungen und einer Windungsfliiche F, die senkrecht zu den Feldlinien steht, messen. Der Fluf} in
der Mefispule ist ® = N F' B und die induzierte Wechselspannung ist:

dB

Ho & UC Ho
Uy = -NFE = _ NFC - NFCU, ¢
ind = dt 27 Ry a2 27R, ow* cosw

Abschitzung der induzierten Spannung und des erzeugten B-Feldes: F = 10~*m?2, N = 1000,
Ry =0,2m, Uy =100 V, w = 27.10°s71,d = 0,1 m, = C =eo.7R3/d =11.10712 F, = Umax =
(47.1077)/(27.0,2).11.10712.100.(27.105)2 V= 4,8 mV; By = pylv /(27 Ry) = 6,9.107° T.

13 Maxwellgleichungen und elektrodynamische Potentiale
Die Feldgleichungen fiir stationire Ladungen und Strome

V-E=p/ley V-B=0
VXxE=0 V xB =y

j=0E

werden mit dem Induktionsgesetz und der Einfiihrung der Verschiebungsstromdichte 0D /0t zu den
Maxwellgleichungen:

V-E =p.st/c0 V. -D =pp.; S D-dF =Q e GauBsches Gesetz,
Quellenfeld

V-B=0 V-B=0 JB-dF =0 keine Monopole,
Wirbelfeld

V xB :,uoj—i—%aE/at VxH=j+0D/ot ¢ .Hds=1I+ % JrD-dF  Amperesches Gesetz
c

V xE=-0B/ot VxE=-0B/0t §,Eds=—— fF B-dF = Induktionsgesetz
dd
U= _2
dt
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Abbildung 108: Anscgauliche Darstellung der Maxwellgleichungen

Zusammen mit der Lorentzkraft F =¢(E 4+ v x B) und der Newtonschen Bewegungsgleichung F = p

beschreiben diese Gleichungen alle elektromagnetische Phinomene. Elektrische Felder werden sowohl
von Ladungen als auch von zeitlich variablen Magnetfeldern erzeugt. Magnetische Felder werden sowohl
von Strémen als auch von von zeitlich variablen elektrischen Feldern erzeugt, siehe auch Abb. 108

e Die erste MW GL V -E =p/g( gibt den Zusammenhang zwischen elektrischen Ladungen und
elektrischen Feldern wieder. Die Ladungen erscheinen als Quellen des el. Feldes. Der Flufl
der D- Linien durch eine geschlossene Oberfliche F ist gleich der Summe der eingeschlossenen
freien Ladungen. Mathematisch wird dies in integraler Form durch den Gauflschen Satz und in
differentieller Form, dafl die Quelldichte des el. Feldes die Ladungsdichte ist.

Die 2. MW-GL V - B = 0 formuliert den analogen Zusammenhang fiir das Magnetfeld bzw. den
Fluf} (magnetische KraftfluBdichte) mit dem wesentlichen Unterschied, daf} es keine magnetischen
Ladungen (Monopole) gibt. Das B-Feld ist daher quellenfrei und alle B-Linien sind geschlossen.

Die 3. MW-GL beschreibt, wie sich Strome mit geschlossenen magnetischen Feldlinien umgeben.
Neben dem natiirlichen Ladungsstrom tritt als Ursache auch die Verschiebungsstromdichte
durch die vom Feld eingeschlossene Fléiche auf. Sie enhélt einen echten Stromdichteanteil P (denn
D= soE + P), der aus der zeitlichen Verschiebung der positiven gegen die negativen Ladungen
des Dielektrikums unter dem exterenen Feld (Polarisationsladungen) resultiert, und einem Vaku-
umanteil egE. Den Ubergang von der integralen zur differentiellen Form leistet der Stokessche
Satz. Die integrale Form, nur auf den Ladungsstrom bezogen, wird oft als Amperesches Durch-
flutungsgesetz bezeichnet.

Die 4. MW-GL beschreibt (in Analogie zur 3.) die Entstehung eines elektrischen Ringfeldes
aus der zeitlichen Anderung des eingeschlossenen B-Feldes = Induktionsgesetz. Achtung auf
das Vorzeichen zwischen 3. und 4. MW GIl. Da es keine magnetischen Ladungen gibt, gibt es
auch keine magnetischen Strome und folglich fehlt in der 4. der Anteil des el. Ringfeldes, der
sich aus einem solchen Strom ergiibe. Sind keine freien Ladungen und Strome zugegen, sind die
Beziehungen von elektrischen und magnetischen Feldern zueinander durch die 3.und 4. MW GL
vollstdndig beschrieben, woraus sich auch die Wellengleichungen fiir die miteinander verkniipften
Feldamplituden B und H ergeben.

Die MG sind invariant gegeniiber Lorenz-Transformationen, d.h. sie gelten in allen Inertialsystemen.
Dies ist ersichtlich, wenn sie kovariant? formuliert werden, wie das in der theoretischen Elektrodynamik
gemacht wird.Es gibt zwei Grenzfiille die wir weiter behandeln wollen:

9Unter Kovarianz versteht man die Unveriinderlichkeit der Gleichungen bei einer Transformation der Variablen
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o Quasistationdre Strome. Das sind Strome, die sich nur langsam mit der Zeit veréndern. In

diesem Fall kann die rdumliche Abhéingigkeit des Stromes und der damit verbundenen Felder von
deren zeitlicher Abhingigkeit separiert werden. Es gilt daher: I(7,t) = I4(7).I.(t) beide Teile
konnen getrennt voneinander behandelt werden. Die Separierbarkeit bedeutet, dafl die explizit
zeitabhéngigen Terme in den MG vernachléssigt werden konnen. Wir haben z.B. das sehr kleine
Magnetfeld berechnet, das durch den Verschiebungsstrom im Kondensator erzeugt wird. Aus der
Separierbarkeit ergibt sich v ~j: 6, die dann auch mit der Identitéit V - (ﬁ x H )= 0 konsistent
ist. Auflerdem ist das quasi-stationiire elektrische Feld wirbelfrei V x E = 0. Diese Bedingungen
sind bekannt: Wir konnen das Problem der quasi-stationiiren Strome daher im Rahmen der
Kirchhoffschen Gesetze 16sen.

Zeitlich schnell verdnderliche Felder im ladungs- und stromfreien Raum. In diesem Fall ist p,; = 0
und ; = 0 und die MG werden vollstéindig symmetrisch beziiglich E und B (bis auf das Vorzeichen
und ¢). Dies fiihrt zur Entstehung von elektromagnetischen Wellen.

Die MG sind ein Sytem gekoppelter DG fiir die Felder E und B. Zur Losung ist es sinnvoll sie mit
dem skalaren Potential ¢,.; und dem Vektorpotential A zu entkoppeln. Da V x E # 0, kann E nicht
mehr als V¢,; dargestellt werden; es gilt jedoch (1.MWG):

0B 0 0A
VXE+§—O—VXE+a(VXA)—VX(E+E)—0

Da V x (V¢) = 0 konnen wir die Summe (E + %) als Gradient eines Potentials schreiben

0A

0A
BV

was fiir stationdre Felder A = 0 in die iibliche Form tibergeht.

Das Vektorpotential ist durch B = V x A nicht eindeutig bestimmt, da jede Funktion A + u mit
V xu =0 das gleiche B Feld ergibt. (In der Magnetostatik verwendet man die Coulombeichung
V - A = 0). Fiir zeitlich variable Felder ist die Lorenzsche Eichbedingung zur Entkopplung der DG
notwendig

¢

1
V-A =2 Lorenz-Eichung

die fiir statische Felder in die Coulombeichung iibergeht. Durch Einsetzen in die MG ist ersichtlich ,
daB diese mit obigen Bedingungen erfiillt werden. Aus E = —V¢ — % folgt

und

0A 0 0B
V><E——V><(Vd))—VXE——%(VXA)——E da rotgrad¢ =0

V.B=V.(VxA)=0

Die Erweiterung der Poissongleichung fiir zeitlich variable Felder ergibt sich aus V - E =p/ep mit

E=-V¢-— 2.
B OA.  p . 1 0¢
1 0%¢

A~ =-

2 ot

P
€
Fiir das Vektorpotential ergibt sich aus der 3. MG mit V x (V x A) = V- (VA)—AA und der Lorenz
Eichung V - A =4 2¢

2ot
.1
Vx(VxA) = ppj+—50E/0t
1 0¢ 1 . B A
(_C_QE)_AA = MOJ—F;@E/at mit —V¢_E+E =
10 0A 1
T3 (Bt50) —AA = poj+—IE/ot
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Mit der Einfiihrung der elektrodynamischen Potentiale und der Lorenz-Eichung gehen die gekoppelten
DG erster Ordnung fiir die Felder E und B (3. und 4.MG) in entkoppelte DG 2.Ordnung iiber:

1% p
c? 8t2 o
1 92A .

“Zem T H

Im ladungs- und stromfreien Vakuum (p = 0 und j = 0) wird daraus die WELLENGLEICHUNG fiir
¢ und A , ,
1 0%¢ 1 0°A
0= c2 ot? AA 2 o2
Damit werden die Felder E und B beschrieben, die sich als elektromagnetische Wellen im Vakuum mit
der Phasengeschwindigkeit ¢ ausbreiten.
Anmerkung: Der Vektor-Laplace-Operator auf A angewandt, AA, bedeutet, dafl die Wellenglei-
chung fiir das Vektorpotential A nur fiir kartesische Koordinaten (Komponententen A,, A,, A.) beniitzt
werden kann. D.h. die Wellengleichung fiir A ist nur in kartesischen Koordinaten giiltig:

1 9%A, .
1 9%A .
Ay G = Ty
1 9%A, .
A= 5m =
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